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RESUMO

O presente trabalho objetiva apresentar de forma simplificada e didatica, a reso-
lucdo de sistemas lineares homogéneos de EDOs de primeira ordem com coefi-
cientes constantes, fazendo, para isso, a aplicagdo dos conceitos de autovalores
e autovetores para encontrar de forma analitica, quando possivel, a solugdo geral
que ira satisfazer tais sistemas em um intervalo I. No que tange aos procedi-
mentos metodologicos aplicados na construgdo do referido trabalho, podemos
evidenciar que a pesquisa se deu por meio de uma revisao bibliografica pautada
nos estudos de autores como: Boyce e DiPrima, Zill e Cullen, Sotomayor entre
outros. Além disso, no decorrer do trabalho apresentamos, de forma detalhada, o
processo de transformacao de uma equagao diferencial linear de ordem n em um
sistema de n equacdes diferenciais lineares de primeira ordem, pois, em muitos
casos, se torna mais simples resolver um sistema linear de equagdes diferenciais
de primeira ordem, ao invés de uma equagao diferencial de grau n maior que 1.
Em seguida, descrevemos todo o processo empregado para resolver tais sistemas,
desde a obtencao dos autovalores provindos da equagdo caracteristica da matriz
dos coeficientes do sistema, até a construgdo dos autovetores que irdo compor a
solugdo geral do sistema, juntamente com os seus respectivos autovalores. E por
fim, tecemos algumas conclusdes acerca da analise qualitativa e da estabilidade
de sistemas lineares homogéneos de EDOs para o caso bidimensional, isto ¢, para
sistemas que apresentam dois autovalores. Nessa analise procuramos descrever
0s possiveis comportamentos que esses sistemas podem apresentar do ponto de
vista da estabilidade, ou seja, se teremos um sistema estavel, instavel ou assin-
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toticamente estavel, analisando, para isso, os sinais dos autovalores obtidos. E
para que possamos visualizar melhor esses resultados, foi feita a construgdo dos
retratos de fase de sistemas lineares de EDOs que apresentam esses casos de
estabilidade.

Palavras-chave: Sistemas Lineares de EDOs, Autovalores, Autovetores, Analise
Qualitativa.
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INTRODUCAO

ste artigo visa descrever a resolucao de sistemas lineares homogéneos de

Equagdes Diferencias Ordinarias (EDOs) de primeira ordem, com coeficien-

tes constantes por meio de autovalores e autovetores. Esse método pode ser
aplicado para encontrar as solugdes de EDOs lineares homogéneas de ordem n, visto
que por mais alto que seja o grau de uma EDO linear sempre € possivel reduzi-la a
um sistema linear de n-equag¢des diferenciais de primeira ordem, por meio de substi-
tuicdes adequadas. Assim sendo, o grau da EDO determinara a quantidade de equa-
coes diferenciais de primeira ordem que irdo compor o sistema, de modo que, uma
EDO de terceira ordem, por exemplo, ira ser reduzida a um sistema de trés equagdes
diferenciais de primeira ordem.

Por meio da representacdo de um sistema linear homogéneo de EDOs na forma
matricial, por meio dos seus coeficientes, podemos fazer o uso de alguns conceitos
da algebra linear para encontrarmos as solugdes desses sistemas, através do método
dos autovalores e autovetores. Sendo assim, quando a matriz obtida por meio dos
coeficientes de um sistema linear for diagonalizavel, sera possivel obter uma base de
autovetores Linearmente Independentes (L.I) associados aos autovalores desta ma-
triz (LAWSON, 1997). Entao, neste caso poderemos construir de modo direto uma
solugdo geral para um dado sistema linear de EDOs de primeira ordem.

Além do mais, a utilizagdo do método dos autovalores na resolucao de tais
sistemas, fornecem informagdes importantes acerca do comportamento de sistemas
lineares homogéneos de EDOs de 1* ordem, visto que a analise qualitativa desses
sistemas, ¢ realizada por meio do estudo dos autovalores provenientes da equagao
caracteristica do sistema. Essa analise permite entendermos um pouco desses com-
portamentos, a partir de sua representacao grafica construida através de uma solucao
geral do sistema, em um dado intervalo para t e atribuindo valores as constantes
arbitrarias que compdem a solugdo geral do sistema.

Diante do exposto, o presente trabalho encontra-se estruturado da seguinte ma-
neira, a saber: no primeiro momento, trazemos um resumo do processo empregado
para transformar uma EDO linear de ordem n em sistema de n equacdes lineares de
primeira ordem; no segundo, realizamos uma descri¢ao teodrica acerca da resolu-
¢do desses sistemas, enfatizando o uso do método dos autovalores e autovetores na
obtencdo de uma solugdo geral para um dado sistema; no terceiro momento, apre-
sentamos alguns resultados importantes obtidos por meio da analise qualitativa das
solugodes de sistemas lineares bidimensionais de EDOs; no quarto momento, tecemos
algumas consideragdes finais acerca do estudo.

METODOLOGIA

No que tange aos procedimentos metodologicos para a construgao do trabalho,
o0 mesmo se deu por meio de uma revisao bibliografica pautada nos estudos de es-
pecialistas no campo das equacdes diferenciais ordinarias, proporcionando, assim,
a fundamentag@o teodrica necessaria para o desenvolvimento desta pesquisa. Dessa
forma, o estudo teve como aporte tedrico as contribui¢cdes de autores como: Figuei-

redo e Neves (2015); Sotomayor (2011); Nagle, Saff e Snider (2012) entre outros.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Obten¢ido de um Sistema Linear de EDOs de 1* Ordem a Partir de uma EDO ou
Conjunto de EDOS de Ordem Superior

Uma equagdo diferencial ordinaria € uma equagdo que envolve uma funcio
desconhecida e suas derivadas ordinarias, de modo que a incognita é uma fungio y(t), 1 é a
variavel independente e y € a variavel dependente.

As EDOs podem ser classificadas quanto a sua ordem e linearidade, sendo a sua
ordem determinada pelo maior grau da derivada de y presente na equagdo, a linearidade, as
EDOs podem ser lineares ou ndo lineares, ela é considerada /inear quando as incognitas e
suas derivadas aparecem de forma linear na equacdo, isto é, as incognitas e suas derivadas
apresentam unicamente expoentes iguais a 1, além de estarem dispostas na forma de uma
soma em que cada parcela ¢ um produto de alguma derivada das incognitas com uma fungio
que ndo depende das incognitas. Caso contrario ela sera ndo linear.

A equagdo diferencial ordinaria y"’ + 5y" — 3y’ — 6y = 0 é um exemplo de EDO
linear de ordem 3, pois ela observa o principio de linearidade evidenciado acima, e a fungio y
possui como maior grau de derivada 3.

Consideremos o seguinte sistema

x1 = 11 (D)%1 + A12(O)x; + -+ A1 ()% + 91(2)
xé = az1()x; + azzgt)xz +et aZn'(t)xn + gz(t? (1)
Xn = An1(6)x1 + Az (D) X2 + -+ A (D) Xn + gn(t)

observe que podemos reescrever (1) em termos matriciais, da seguinte forma:

X1 a1 (t) ap(t) - ain(t) 91(t)
@ le - [GZ}(U az2(8) o azn(t)‘ I ‘ Igz'(t) _ )
dat| : : : ‘. :
An1(6) a2 - ann(t) gn(t)
Logo, temos que (2) pode ser escrito como
=A()X + g(v). 3)

Se a fungdo g(t) for identicamente nula em um intervalo /, entdo o sistema € dito
homogéneo; caso contrario, ele é ndo homogéneo no intervalo 1.
Teorema 1: Se as fungdes a1, a12,---,nn € g1, 92, -- -, gn forem continuas em um intervalo
aberto I: @ < t < 3, entdo existirda uma unica solugdo x; = 0,(t),...,x, = 0,(t) do sistema
(1) que também satisfaz as condigdes iniciais, onde t, ¢ qualquer ponto em I e x?,...,x9 sdo

numeros dados. Além disso, a solugdo existe em todo o intervalo I.
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Demonstragdo. ver em (BOYCE; DIPRIMA, 2012). ]

Vamos ilustrar através de alguns exemplos, como transformar uma EDO ou conjunto
de EDOs de ordem superior em sistema linear de EDOs de primeira ordem.
Exemplo 1: Escreva a EDO linear a seguir na forma de um sistema EDOs lineares de
primeira ordem

y"+6y"+8y' +y=0

Solugéo:

Para que possamos obter um sistema linear de EDOs de primeira ordem a partir de
uma EDO de ordem superior, iremos substituir a variavel original da equagdo por outra de

modo que possamos reescrever a EDO, como um sistema de primeira ordem da seguinte

maneira
Xy =Yy X'y =y
x2 = y’ = x’z — y”
.7
X3=Yy X’3 — ylll

Assim, isolando a 3? derivada na equacdo do problema, teremos o seguinte sistema

EDOs lineares de primeira ordem

X'y =x;
xlz = X3 .
x's = —x; — 8x, — 6x3

O
Exemplo 2: Considerando o sistema de EDOs lineares a seguir, transforme-o em um sistema

EDOs lineares de primeira ordem.

{y”—3y’+y=1
4u" +2u' —6u=2

Solugdo:
De maneira analoga ao exemplo 1, iremos aplicar as seguintes substituigdes

—_ ! !

X1 =Y X1=Y
— ) I

X2 =Yy X2=Y

Xz3=u = ;o

f X3=U
Xg=U xl4 —

Dai, isolando a 2? derivada em cada uma das equagGes do sistema inicial do problema,

teremos o seguinte sistema EDOs lineares de primeira ordem

X] =X
Xy =—x +3x, +1
X3 = X4

, 3 1 1
X4 ==X3—=X4+=
4= 3%~ Xt
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Construcio de uma Soluciio Geral para um Sistema Linear Homogéneo de EDOs de 1°
Ordem

Como foi evidenciado anteriormente, um fato bastante importante na resolugdo de
sistemas lineares de EDOs de primeira ordem, é a possibilidade de se trabalhar com os
coeficientes que compdem o sistema de equagdes na forma matricial, esse fato nos permite
aplicar alguns métodos para a obtencdo das solu¢des de um dado sistema, como € o caso do
método dos autovalores e autovetores.

Mas para que possamos compreender como funciona a obtengdo dessas solugdes, €
importante que estejamos familiarizados com alguns conceitos e teoremas que envolvem essa
teoria. Dessa forma, vejamos a seguir algumas defini¢des e teoremas pertinentes a pratica da
resolucdo de sistema lineares de EDOs de primeira ordem, onde algumas demonstragdes e
sugestdes para provar os mesmos podem ser encontradas nos livros: Equagdes Diferenciais
Elementares e problemas de valores de contorno (BOYCE; DIPRIMA, 2012) e Equagdes
Diferenciais (Nagle; Saff; Snider, 2012).

Definicdo 1: Um vefor solug¢do de um sistema da forma X' = A(t)X em um intervalo 7, é
qualquer matriz coluna
x1(t)
x=|%®
xn(t)
cujos elementos sdo fungdes diferenciaveis que verificam um sistema linear de n-equagdes de
primeira ordem no intervalo /.
Dessa forma, segundo (ZILL; CULLEN, 2001) a forma basica de uma soluggo X; de

um sistema linear de EDOs de primeira ordem é da forma
U1

() : .
Xi =1 . e'llt = Ve)'lt,

Un
onde ¥ é um autovetor composto por constantes {v;, Uy, **+, 1, } associado a um autovalor 4;,
proveniente da equagio caracteristica da matriz A associada ao sistema X' = AX.
Definicdo 2: Denomina-se conjunto fundamental de solugdes, o conjunto formado pelas
solugdes {X;,X;, -, X,} com n € N, de um sistema linear homogéneo de » EDOs de
primeira ordem.
Teorema 2: Sejam {1, 1, -, A,,} um conjunto formado por n autovalores reais distintos da

matriz de coeficientes A de um sistema homogéneo, e sejam {V,,V,,---,V,} os autovetores
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correspondentes. Entdo, uma solu¢do geral para o sistema homogéneo X' = AX no intervalo
(—00, ) pode ser escrita da forma

X(t) = c,VieMt + c,Vyet2t + oo+ ¢, Vet
Demonstragdo. ver em (BOYCE; DIPRIMA, 2012). ]

O teorema (2) que acabamos de enunciar, trata de um principio muito importante na

teoria dos sistemas lineares de EDOs, no que diz respeito a construgdo de uma solugdo geral
para um sistema X' = A(t)X, conhecido como o principio da superposi¢do. Além disso, o
mesmo evidéncia que um conjunto Linearmente Independente (L.I) formado pelas solugdes
de um sistema linear homogéneo, pode ser expresso como uma combinagdo linear dessas
solugdes, onde {c;, cy, **, c,} s30 constante arbitrarias com n € N.
Defini¢io 3: Sejam {X,;,X,,:+,X,} solugdes L.I do sistema X' = AX formado por n-
equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, entdo podemos construir uma matriz
fundamental de solugdes denotada por ®(t), na qual cada coluna da matriz correspondera a
uma solucdo do sistema.

Dessa maneira, uma solugo geral obtida a partir de uma matriz fundamental sera

X(t) = o(0)C,
onde C ¢ uma matriz coluna formada por constantes arbitrarias.
Teorema 3: Seja @ (t) uma matriz fundamental de um sistema homogéneo em um intervalo /.

Entdio ®~1(¢) existe para todo valor de / no intervalo.
Demonstragdo. ver em (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). ]

Observacio 1: Existirdo casos de sistemas envolvendo condigdes iniciais que irdo definir
uma determinada solu¢do para um dado sistema. Nestes casos, a matriz fundamental de
solugdes sera denominada de matriz especial denotada por W(t).

Exemplo 3: Encontre a solugéo geral para o sistema linear dado.

dx

i

dy _

primtis 2y + z.

dz

i 3y—z

Solucdo:
O sistema dado pode ser escrito como
-1 1 0
X=|1 2 1]|X

0 3 -1
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Assim, temos que encontrar os autovalores A e os autovetores V que satisfazem a

equacdo (A — AV = 0, isto é,

-1-12 1 0 vi] [0
1 2-12 1 v2[ = o] M
0 3 —1-allwsl o

Calculando o determinante de (A — AI), temos que a equagdo caracteristica sera
—23+71+6 =0. A partir da mesma obtemos trés raizes que representam os autovalores
quesiod; =—1,4, =—2el; =3.

Para obtermos os autovetores associados a cada autovalor, iremos aplicar o método de
eliminacdo de Gauss substituindo os autovalores encontrados em (I), obtemos o seguinte

conjunto fundamental de solugdes

[l (i~ )

Assim, temos que uma solugfo geral para o sistema dado é

-1 1 1
Xt)=c¢ [ 0|et+c, —1] e %+ ¢y 4] et (I
1 3 3

E a partir do conjunto fundamental de solugdes do sistema, podemos construir uma

matriz fundamental da forma
—e~t o~2t 3t
@(t) = |0 —e™2  4e3t).
e -t 3e -2t 3 e3t
A utilizagdo da notagdo matricial de sistemas lineares de EDOs de primeira ordem, é

um método empregado para facilitar a obtengdo das solugdes do sistema. Dessa forma,

podemos reescrever a solugdo (II) da seguinte maneira

x(t) = —cie”t+ e +cge?t
y(t) = —cre % + 4cze?t
z(t) = cie”t+3ce7H + 3¢ze3t

O

Observagio 2: Para determinar os autovetores atribuimos valores a {vy, v,, v3}. Assim, esse

valores foram escolhidos de modo conveniente a se obter nimeros inteiros pequenos, quando

possivel, no entanto qualquer valor real escolhido ainda iria satisfazer as condig¢Ges para a
obtencdo do autovetor.

Um ponto a ser mencionado, no que tange a resolugdo de sistemas lineares

homogéneos de EDOs de 1* ordem nos quais os coeficientes da matriz que o representa sdo
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constantes reais, é o fato de podermos obter solugdes complexas a partir dessa matriz, isto é
autovalores complexos.

Quando resolvemos problemas envolvendo autovalores complexos, naturalmente
podemos esperar que os autovetores associados a esses autovalores possuam valores
complexos (FIGUEIREDO; NEVES, 2015). Porém, como na maioria dos casos estamos
interessados em obter solugdes reais, existe um método no qual ¢ possivel transformar uma
solucdo complexa de um sistema linear em uma solugio real, fazendo para isso o uso da

formula de Euler. Entéo, para uma certa solugdo X; complexa, temos o seguinte
X; = (a+ bi)e®@+®t = (g + bi)ePtel,

onde (a + bi) é um autovetor complexo associado ao autovalor complexo (p + qi), com
a,b,p,q€R.

Entdo, pela férmula de Euler

eldt = cosqt + i sen qt,
temos que
X; = (a + bi)ePt(cosqt +i sen qt) = (acos qt — bsen qt)ePt + i(bcos qt + asen qt)ePt
ou seja,
X; = uy(8) + iuy(2),

onde u,(t) e u,(t) sdo vetores que representam solugdes reais de um sistema linear
homogéneo, ou seja, para cada solugdo complexa X; de um sistema, é possivel se encontrar
duas solugdes reais a partir da parte real e imaginaria de uma solu¢do complexa,
respectivamente.
Observacio 3: Vale ressaltar que solugdes complexas em sistemas lineares de EDOs de
primeira ordem sempre apresentam-se em pares conjugados. Desta forma, basta utilizar
apenas uma das solugdes complexas para se encontrar as duas solugdes reais do sistema.

Como podemos notar, até o presente momento nos atentamos a resolugdo de sistemas
lineares homogéneos de EDOs de primeira ordem, nos quais estamos interessados em obter
uma solugdo geral formada por autovetores (L.I) associados aos autovalores provenientes da
equagdo caracteristica do sistema. Contudo, existem casos em que nfo é possivel obter essa
solugdo de modo direto, devido ao tipo de relagdo existente entre as multiplicidades dos
autovalores de um dado sistema.
Defini¢do 4: Definimos de multiplicidade algébrica k, a quantidade de vezes que um
autovalor apresenta-se de forma repetida. Ja a multiplicidade geométrica n, esta ligada ao

numero de autovetores linearmente independentes que podemos obter a partir de um dado
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autovalor multiplo.

A expressdo que representa a relacdo existente entre as multiplicidades algébrica e
geométrica de um autovalor € a seguinte 1 < 7 < k.

Sendo assim, quando lidamos com problemas em que as solugdes da equacdo
caracteristica, ou seja, os autovalores apresentam multiplicidade da forma x > 7, isto é, o
nimero de autovetores L.I é menor que a multiplicidade algébrica do autovalor, nos
deparamos com uma situa¢do em que teremos a tarefa de encontrarmos uma solugéo geral L.I
a partir de autovalores multiplos.

Logo, em casos de sistemas que apresentam essa particularidade, podemos fazer o uso
do conceito de exponencial de matrizes para, assim, encontrarmos uma solu¢do que satisfaca
o sistema. Entlo, supondo que A seja uma matriz n X n formada por coeficientes constantes,
é possivel definir a sua exponencial e’ por meio de uma expansio da série de Maclaurin,

que apresenta a seguinte forma

t? t"
edt: = I+At+A% 5+ AT
Teorema 4: Se A é uma matriz constante n X n, entéio as colunas da exponencial da matriz
eAt, formam um conjunto fundamental de solugdes para o sistema X’ = A(t)X. Portanto, e4?
é uma matriz fundamental para o sistema, e a solu¢do geral pode ser escrita como
X(t) = etC.
Demonstragdo. ver em (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). ]

Entretanto, o calculo para a obten¢do da exponencial de uma matriz, ¢ um método
aplicado para se obter a solugdo de um dado sistema na forma de uma matriz fundamental,
independentemente se ele possui autovalores multiplos ou nfo, uma vez que esse método
pode ser aplicado nos casos de autovalores distintos e complexos.

Contudo, é possivel se obter uma matriz fundamental a partir de um conjunto
fundamental de soluc¢des, como foi apresentado no Exemplo 3, porém essa matriz em geral
ndo coincide com a matriz fundamental construida por meio do célculo da exponencial.
Todavia, existe um teorema que esclarece essa relagio existente entre matrizes fundamentais,
como podemos ver a seguir.

Teorema 5: Considere que ®(t) e O(t) sejam duas matrizes fundamentais para o mesmo
sistema X' = A(t)X. Entdo, existe uma matriz constante C tal que ®(t) = O(t)C para todo 7.
Em particular, podemos obter a exponencial de uma matriz a partir de uma matriz

fundamental da seguinte forma
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et = o(t)d(0)7 1.

Demonstragdo. ver em (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012). (]

O caso mais simples de realizar o célculo da exponencial de uma matriz, é quando a
mesma € diagonal. Nessa situacdo o calculo é feito de modo direto, isto €, sendo A uma
matriz diagonal n X n formada por {4,,1,, -+, 1,,} autovalores em sua diagonal principal, e4*
sera uma matriz fundamental de solugdes onde {e'llt, et ... e'lnt} irdo compor a sua
diagonal principal.

Uma outra situagio ocorre quando a matriz A é nilpotente, isto é, A¥ = 0, onde k é um
niimero inteiro positivo. Assim sendo, teremos que eA! apresentara uma quantidade finita de
termos, pois a partir de um certo indice de nilpoténcia os termos da série irdo ser iguais a zero,

logo et sera igual a

k-1
eAt =T+ At+ -+ AT 04
(k-1)!

Entfo, como consequéncia do teorema Cayley-Hamilton, nos casos em que o
polindmio caracteristico da matriz A for igual a p(1) = (A — 1;)¥, teremos que (4 — A;1)¥ =
0. Logo, quando A; for o unico autovalor multiplo de A, (4 — A;I) sera nilpotente. Assim,

temos que a exponencial da matriz A terd a seguinte forma
eAt — e/lilte(A—liI)t

k-1
et = Mt [1+ (A= ADt+ -+ (A= 4D (;_1)!]. )

Portanto, podemos obter uma solug@o geral para um dado sistema linear homogéneo
de EDOs de primeira ordem que apresentam autovalores multiplos, a partir do calculo da
expressio (4).

Exemplo 4: Encontre uma solugfo geral para o sistema linear de EDOs
X' = [_g i] X,
na forma de uma matriz fundamental, utilizando para isso o célculo da exponencial de
matrizes et.
Solugdo:
Calculando o determinante de (A — AI), temos que a equagdo caracteristica sera
A+ 1% =0.
A partir da mesma, obtemos duas raizes que representam os autovalores que sdo A, = 4, =
—1, ou seja, um autovalor com multiplicidade algébrica 2.

Aplicando o formato da equag&o 4, teremos o seguinte
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A+D%?=0
donde

-5 5
@a+n=|[" e ok
Entéo,
a _ ,-t[1 0 -t[-5 5
ett=et| ) J]Heet[2 2
Portanto, teremos que uma solugdo geral na forma de uma matriz fundamental e4? que

ira satisfazer o sistema linear de EDOs dado, é da forma

~t —5tet Ste~t
X =€ C.
® [ —5te™t e t+ 5te‘t]

O

Entretanto, existe uma outra maneira para encontramos as solu¢des associadas a um
autovalor multiplo. Esse método recebe o nome de méfodo dos autovetores generalizados,
que ¢ definido como se segue.

Definicdo S: Supondo que A seja uma matriz n X n, podemos escolher um vetor v tal que
(A-—AD*v =0,
para algum autovalor A pertencente a A e um certo £ inteiro positivo. Nesses termos dizemos
que v é um autovetor generalizado associado A. Assim, somos capazes de listar » vetores,
associados a matriz A, linearmente independentes da seguinte maneira
V,Vy, Vs, -, V.3 ={v,(4— ADv, (4 — AD?v, -+, (A — AD* v},

Estes vetores sdo chamados de autovefores generalizados da matriz A, associados ao
autovalor 1. Além disso, o ultimo vetor desta lista, (4 — AD* v, é um autovetor L.I da
matriz A, ou nesse caso chamado de auftovetor regular.

Com isso, teremos que

X; = ety
elty, = eMto(A-ADty,

tk_l

At — pAt
ey =e [vi + t(A el /‘11)171' + o+ =1

(A— D1y, (5)

Em suma, teremos que as solugdes X; = e4tw;, serdo linearmente independentes, e
formardo um conjunto fundamental de solu¢bes para um dado sistema. Desta forma, podemos
escrever as solugdes X; na forma de uma matriz fundamental de solug¢Ges, a partir dos
autovetores generalizados, que ira satisfazer o sistema.

Exemplo 5: Encontre os autovetores generalizados associados ao sistema linear de EDOs,
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1 0 0
X =2 2 -1|X
01 0
Em seguida construa uma solugdo geral para o sistema na forma de uma matriz fundamental
de solugdes P (t).
Solugéo:

Calculando o determinante de (4 — AI), teremos que a equagdo caracteristica sera
—23+322-31+1 = 0. Logo, os autovalores do sistema sio 1; =1, = A3 = 1, ou seja,
um autovalor com multiplicidade algébrica 3.

Utilizando a relagdo (5), teremos que (4 — I3v = 0. Assim, consideremos o vetor

1
V= Or
0

entio calculando (A — I) e (4 — I)?, teremos que

[0 0 O 0 0 0
A-nD=J2 1 -1f, Aa-n*=|2 o o
0 1 -1 2 0 0
Logo,
/1 0\ /0 et
efvy=e|l0])+t|2 +5| 2] = [2tet +t?et| = Xy,
L 0 0 2 tzet

donde

(6} GG

formam um conjunto de autovetores generalizados {v;,V,,v3} linearmente independentes
associados ao autovalor multiplo A = 1, sendo que v; é um autovetor regular pela defini¢cdo

5.

0
Consideremos agora o vetor v, = |2|. Assim, teremos que
0
0 0 0
etty, =et|[2 )+t 2]]| =|2et + 2tet| = X,.
0 2 2tet
0
Por fim, considerando o vetor v; = |2|. Teremos que
2
0 0
eAtv?, = et 2 = Zet = X3.
2 2et
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Portanto, temos que uma solu¢do geral na forma de uma matriz fundamental de

solugdes que ira satisfazer o sistema linear em questio é

0 0 et
X(t) =|2et 2et +2tet 2tet +t2et|C.
2et 2tet t2et

O
Observacio 4: Como as solugdes encontradas sdo (L.I), e pelo fato da ltima soluciio X3 ser
construida a partir de um autovetor regular da matriz do sistema, optamos por escrever a

matriz fundamental ®(t) na ordem [X; X, X4].
Introducgio a Analise Qualitativa de Sistema Lineares homogéneos de EDOs

Na sec¢do anterior dedicamos nossa aten¢do ao entendimento da resolucdo de sistema
lineares homogéneos de EDOs, e a partir desses calculos fomos capazes de construir uma
solugdo geral para um dado sistema, através dos autovalores e autovetores desses sistemas.

Os autovalores e a solugdo geral de um determinado sistema linear homogéneo de
EDOs, oferecem informagdes extremamente importantes para que possamos compreender um
pouco do comportamento desses sistemas, como por exemplo a estabilidade de suas soluges.
Desta forma, iremos aqui, apresentar alguns resultados provenientes da andlise qualitativa de
alguns sistemas lineares homogéneos de EDOs, para isso utilizaremos o software matematico
MATLAB.

Estabilidade de Sistemas Bidimensionais

No que diz respeito a analise da estabilidade de sistema lineares de EDOs, iremos aqui
apresentar alguns resultados a partir do estudo de sistemas homogéneos bidimensionais, ou
seja, sistemas da forma

(6)

{ P

{x1 = Q11X + Q12X
-

Xy = Qz1%X1 + Q2%

onde os a;; sdo coeficientes constantes provindos de uma matriz A, x,, com o detA # 0.
Assim, temos que o sistema (6) pode ser reescrito como

X' = AX. (7)

Temos que cada solugdo (x1(t),x,(t)) é na verdade uma curva parametrizada no

plano x;x,, conhecida como orbita, que €é simplesmente um conjunto de pontos

{Ce1(8), x5 (t))| t € R}, dotado de uma orientagdo dada pelo sentido do percurso com ¢

crescente, desde —oo até +o0o. Ao representar uma solugdo no plano x;x, ¢ comum indicar
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d

com sefas o sentido desse percurso.

Esbogando algumas o6rbitas no plano x; x,, obtemos o retrato de fase do sistema linear
homogéneo de equagdes diferenciais ordinarias, cujo objetivo é dar uma ideia do
comportamento global das solugdes do sistema, com diferentes condi¢es iniciais
(DOERING; LOPES, 2012). O plano x;x, é comumente chamado de plano de fase.

Os pontos para os quais o0 X' = 0, ou seja, AX = 0, correspondem as solugdes de
equilibrio (constantes) para o sistema (7). Essas solugdes (x1(t),x2(t)) = (cq,¢2), sdo
denominadas ponfos de equilibrio ou ponfos singulares (também chamados de
singularidades), nomenclaturas estas inspiradas em seus significados fisicos e geométricos,
respectivamente. Os pontos ndo singulares sdo chamados de pontos regulares
(SOTOMAYOR, 2011).

Todavia, o comportamento de um conjunto de curvas esbogadas em um plano de fase
em relagdo a um ponto de equilibrio, é determinado de modo direto pelos autovalores
provenientes do calculo do polindmio caracteristico de um sistema linear de EDOs. A
natureza desses autovalores quanto aos seus sinais, ¢ um dos fatores que irdo determinar que
tipo de singularidade que um sistema ira descrever.

Defini¢iio 6: Dado um sistema linear homogéneo da forma X' = AX, dizemos que ele é
hiperbolico quando todos os autovalores obtidos por meio do polindmio caracteristico do
sistema, tiverem parte real diferente de zero. Além disso, chamamos de indice de estabilidade,
o nimero de autovalores de um sistema, que independente de sua natureza, possuem parte real
negativa.

Observacio 5: Os autovalores ou valores proprios, como também sdo conhecidos, podem

apresentar-se basicamente das seguintes maneiras:
1. Autovalores distintos de mesmo sinal ou de sinais diferentes;

2. Autovalores complexos puro, ou seja, com a parte real nula e complexos com parte

real variando de sinal;

3. Autovalores com multiplicidade.
Dessa forma, a partir da observagdo dos autovalores somos capazes de ter uma nog¢éo

do tipo de estabilidade que um dado sistema apresenta.
1. Caso dos Autovalores Distintos

Suponha que o polindmio caracteristico da matriz A tenha duas raizes reais distintas

A e d,, e sejam V4 e V, os autovetores associados a esses autovalores. Denotaremos por 7, e
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1, as retas geradas pelos autovetores V; e V,, respectivamente.

Neste caso, sabemos que a solugdo geral do sistema bidimensional X' = AX, pode ser

escrita na forma

II.

I1I.

d

X(t) = ¢, VieMt + ¢,V et )
Dai, temos as seguintes situa¢des de comportamentos e estabilidades
Se 4, <0 e 4, < 0. Segue que independentemente da condigdo inicial (ndo nula),
toda trajetdria tende a origem do plano Xx;x,, quando t — 4+oco, e ambas as
coordenadas da solu¢do X(t) tendem a oo, quando t — —oo. Neste caso, diremos que a
origem € um nd atrator assintoticamente estavel, como podemos observar na figura
1);
Se 4, > 0 e 4, > 0. Neste caso, teremos um retrato de fase com o comportamento
similar a I, fazendo apenas a substitui¢do do ¢ por - e, consequentemente, alterando o
sentidos das setas. Desta forma, dizemos que a origem é um repulsor ou (fonte)
instavel, ver (2);
Se 1, <0<, ou 4, <0< A;. Nesta situagdo, com a condi¢do inicial X(0) =
(c1,0), todas as trajetdrias que passam por pontos situados em r; permanecem nesta
reta e tendem a 0o com t - —oo, e tende a origem do plano com t = +o0. De forma
similar, quando a condi¢do inicial X(0) = (0, c,), todas as trajetorias que passam por
pontos situados em 7, permanecem nesta reta e tendem a +oo com t = 400, e tende a
origem do plano com t - —oo. Além disso, se ¢q,c, # 0, as demais solugdes irdo
tender para +oo, quando t = +oo. Neste caso, diremos que temos um ponto de sela

instavel, ver (3).

Figura 1: N¢ atrator.
/

Fonte: Elaboracdo dos autores.
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Figura 2: Repulsor.

Fonte: Elaboragdo dos autores.

Figura 3: Ponto de sela.

Fonte: Elaboragdo dos autores.

2. Caso dos Autovalores Complexos

Ja para os sistemas que apresentam autovalores complexos, teremos os seguintes casos
de comportamentos e estabilidade:
I.  SeA; =ax ficoma > 0. Obteremos um espiral ou (foco) instavel;
II. SeAd;=azpicoma<0. Teremos um espiral ou (foco atrator) assintoticamente
estavel, ver a figura (4);

IlI. SeA; = +picoma = 0. Entdo teremos um centro estavel, ver (5).

Figura 4: Foco atrator.

¢

~—_

Fonte: Elaboragdo dos autores.
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Figura 5: Centro.

1

Fonte: Elaboragéo dos autores.

3. Caso dos Autovalores com Multiplicidade

Ainda temos os casos em que os autovalores apresentam multiplicidade, nessa
situagfio temos os seguintes comportamentos e estabilidade:

I.  Quando é possivel se obter dois autovetores L.I, a partir de um autovalor com
multiplicidade algébrica igual a 2, e se 4 > 0, entdo teremos um xnd proprio ou (ponto
estrelado) instavel, no caso em que 1 < 0 teremos um #n0 proprio ou (ponto estrelado)
assintoticamente estavel;

II.  No caso em que sd conseguimos obter apenas um autovetor L.I de modo direto, a
partir de um autovalor duplo, e se 4> 0, entdo teremos nessa situa¢gdo um 1o
imprdprio ou (degenerado) instavel, no caso em que 4 < 0 teremos um né imprdprio
ou (degenerado) assintoticamente estavel, ver (6).

Observacio 6: Quando o autovalor multiplo for negativo ou positivo, ele obedecera os
comportamentos descritos acima acerca da forma geométrica e estabilidade. Assim, o seu
sinal ira determinar apenas o sentido das setas, ou seja, quando A < 0 toda trajetoria tendera

para a origem do plano, e quando A > 0 toda trajetdria tendera para +oo.

Figura 6: N6 improprio para A > 0.

Fonte: Elaboracdo dos autores.
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CONSIDERACOES FINAIS

Por meio deste trabalho observamos como ocorre a resolugdo de sistemas lineares
homogéneos de EDOs de 1* ordem, através da aplicagio do método dos autovalores e
autovetores. Com algumas adaptagdes, este método pode ser empregado para se resolver
sistemas lineares ndo homogéneos de EDOs, ja que utilizamos apenas os coeficientes que
compdem o sistema linear de primeira ordem na forma matricial.

O objetivo de se trabalhar com esse modo de resolugdo, € que a partir dos autovalores
A provindos do polindmio caracteristico do sistema, e dos autovetores V associados a esse
autovalores, é possivel se construir na maioria dos casos, uma solug¢do geral X(t) para um
dado sistema, por meio de uma combinago linear das solugdes X; = V;e%i, que ira satisfazer
o sistema. Além do mais, essas solu¢des X; podem ser escritas na forma de uma matriz
fundamental de solug¢des ®(t), na qual cada solugdo obtida representara uma coluna da matriz
fundamental que ira satisfazer um dado sistema.

Por fim, realizamos um estudo acerca da analise qualitativa de sistemas lineares
bidimensionais. Essa analise nos permitiu observar o comportamento de um sistema a partir
de seus autovalores, buscando compreender que tipo de estabilidade esses sistemas possuiam.
E a partir de uma solugdo geral de um dado sistema, fomos capazes de construir o seu retrato
de fase, atribuindo valores reais as constantes arbitrarias que compdem a solugdo geral em um
dado intervalo 7. Desta forma, podemos mencionar como uma futura continuidade desse
estudo, o aprofundamento da analise de sistemas lineares de EDOs, nos casos de sistemas

tridimensionais, além da analise qualitativa de sistemas ndo-lineares.
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