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RESUMO

O presente trabalho vem apresentar um relato de experiéncia de uma oficina pedagogica,
intitulada: A ludicidade do jogo Torre de Hanoi na Indugdao Matematica, cujo objetivo principal
foi aproximar o aluno com o conteudo de Indugdo Matematica, desenvolvendo suas habilidades
de resolucao de problemas, onde o aluno tenha a oportunidade de estabelecer estratégias para
solucionar os problemas. A metodologia utilizada em relagdo aos procedimentos técnicos foi a
pesquisa bibliografica, ja em relacao aos objetivos foi utilizada a pesquisa exploratéria, onde
foi desenvolvida uma oficina pedagédgica com 25 alunos da disciplina Teoria dos Numeros da
Universidade Federal da Paraiba/Campus IV. Apds a aplicagdo da oficina foi observado nos
alunos participantes na oficina um desenvolvimento no raciocinio logico dedutivo ao principio
de indug¢do matematica. Ainda como resultados da oficina os alunos concluiram que, a partir do
axioma de indugdo, foi possivel concluir que essa linha de raciocinio ¢ valida para qualquer
numero de discos que se contenha no jogo.

Palavras-chave: Torre de Hanoi; Jogo; Teoria dos numeros.

INTRODUCAO

Neste trabalho discutimos acerca do jogo Torre de Handi, desenvolvido pelo
matematico francés Frangois Edouard Anatole Lucas no século XIX. Esse jogo é aplicado em
diversos campos do conhecimento, principalmente como uma ferramenta que auxiliar nas aulas
de matematica em diferentes niveis, da Educacdo Bésica ao Ensino Superior, tanto para o
processo de desenvolvimento cognitivo como, também, no auxilio da coordenacdo motora.

O jogo torre de Handi possui caracteristicas que explora e combina o ladico com
atividades matematicas possibilitando o ensino e aprendizagem dos conteudos da matematica,
como por exemplo Sequéncia Recursivas, Progressdes Geométricas, Inducdo Matemadtica e

Funcdo exponencial entre outros. Além, de possibilitar o professor utilizar como recurso
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didatico pedagogico em suas aulas. O jogo Torre de Hanoi é composta por discos de propor¢ao
e medidas diferentes, em que temos as seguintes quantidades de discos: um, dois , tres, quatro,
cinco “n numeros” de discos e tem como objetivo passar os discos da haste da direita para a
haste da esquerda, observando que deve manter uma ordem decrescente. Para ampliar ou
simplificar as dificuldades das jogadas ¢ possivel diminuir ou aumentar o nimero de discos,
observando que a regra continua a mesma (COSTA,2019).

Ao utilizar nas aulas de matematica os conceitos presentes no jogo Torre de Handi, o
aluno percebe, que em cada movimento de um disco a uma sequéncia de movimentos minimos
por exemplo quando no jogo o aluno movimenta um disco temos apenas um movimento,
quando movimenta dois disco, tem trés movimentos como mostra o quadro 1:

Quadro 1: Torre de Handi

Numero de discon | Movimentos minimos
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31
6 63
7 123

Fonte: Os autores (2020)

O aluno ao construir a tabulagdo dos resultado de cada movimento dos discos pode criar
e deduzir um indugdo para “n” nimero de discos neste sentido aprendizagem baseada por meio
dos jogos matematicos desenvolve competéncias ¢ habilidades no aluno, os jogos possuem
inameros beneficios “interesse (curiosidade), estimulo do raciocinio légico e da criatividade
em determinar estratégias, sociabilidade entre os individuos, entre outros.” (LIMA, 2020, p.1).
O jogo além de possibilitar vantagens e beneficios no ambiente escolar, torna-se o ensino e
aprendizagem mais fluido e dinamico, no qual aproxima-se o professor e aluno.

Barbosa e Carvalho (2008, p.3), dizem que o jogos no desenvolvimento do ensino e
aprendizagem da matematica torna-se como estratégia facilitadora do ensino e aprendizagem
na sala de aula ¢ um recurso didatico pedagogico que apresenta excelentes resultados.

Quando utiliza-se jogos como estratégia didatica possibilita o aluno a desenvolver

métodos e criar solugdes para desenvolver certos tipos de situagdes que encontra no jogo, além
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de instigar a sua criatividade em um ambiente desafiador e ao mesmo tempo desenvolve

motivacao (LIMA, 2020).

Neste sentido a motivagdo para elaboragcdo desse artigo surgiu mediante as aulas da
disciplina de Introducdo a teoria dos numeros, explorando o conceito do Principio da Indugdo
Finita (PIF), através desse principio podemos utilizar o jogo Torre de Hanéi e elaborar um
relatorio sobre o jogo aplicado interligando-se ao conceito do principio de indugao finita.

O ensino por meio dos jogos vem sendo, nos ultimos anos, uma alternativa metodolédgica
bastante pesquisada, utilizada ¢ abordada em diversos campos, principalmente na Educacao
Matematica, pois “cada jogo reforg¢a e estimula qualquer capacidade fisica ou intelectual.
Através do prazer e da obstinagdo, torna facil o que inicialmente era dificil e extenuante”
(COLLOIS, 1990, p. 9), permitindo que o discente possa estruturar seu proprio conhecimento
de uma forma significativa.

Partindo da hipétese de que, considerando um nimero minimo de movimentos para
deslocar uma determinada quantidade de disco de uma haste para outra, € possivel encontrarmos
uma linha de raciocinio para movimentar os discos de uma forma padronizada, objetivamos, a
partir dessa padronizacdo, mostrarmos, através do axioma de indugdo, que essa linha de
raciocinio ¢ valida para um niumero qualquer de discos.

A nossa metodologia da pesquisa foi desenvolvida a partir de uma revisao bibliografica
através de livros e artigos cientificos buscando o aprimoramento da logica dos conceitos
matematicos sobre o uso do jogo Torre de Hanoi e conceito do principio de indugao finita.

A proposta do jogo se torna ampla, dependendo de qual contexto ele serd inserido, mas
o enfoque deste trabalho sera voltado para a relagdo entre os nimeros de discos € os nimeros

de movimentos dentro do contetido de indugdao matematica.

METODOLOGIA

Neste trabalho foi utilizada a pesquisa qualitativa pelo fato de objetivar e despertar uma
linha de raciocinio nova desempenhada pelos alunos na utilizagdo da torre de Han6i para a
indugdo matematica, com énfase na resolug¢ao de problemas.

O desenvolvimento desta pesquisa foi delineado em duas etapas. Na primeira, foi
realizada uma consulta bibliografica em artigos cientificos, livros e revistas. Pois, a revisao
bibliografica, de acordo com, Manzo (1971, p.. 32), “oferece meios para definir, resolver, ndo

somente problemas ja conhecidos, como também explorar novas areas onde os problemas nao
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se cristalizaram suficientemente”, no intuito dos alunos se aprofundarem um pouco mais sobre

a torre de Hanoi e também nos assuntos de inducdo matematica.

No segundo momento, ocorre o desenvolvimento da estratégia da inducao matematica
que gerou a ideia principal deste trabalho, ocorrido ap6s uma aula na Universidade Federal da
Paraiba - campus IV, localizado no municipio de Rio Tinto, no estado da Paraiba, na disciplina
de Teoria dos Numeros, do curso de Licenciatura Matematica. A atividade foi realizada na
disciplina de teoria dos numeros onde o conteudo ministrado era o axioma de indugao. Foi
apresentado o jogo torre de Hanoi, explicando como funcionava a légica do jogo e de todo o
seu contexto histdrico, no intuito de que os alunos tentassem concluir o objetivo do jogo que ¢
mover os discos de uma haste a outra, obedecendo algumas regras que sao estabelecidas pelo
jogo.

Em seguida a turma construi uma tabela que relaciona o nlimero de discos e os nimeros
minimo de movimentos que foi utilizado para concluir o desafio, com isso ficou evidente duas
relagdes entre e os discos € nimero minimos de movimentos sendo que uma ¢ mais viavel que
pois depender diretamente do nimero minimo de movimento do disco anterior.

O professor fez algumas indagacdes em relagcdo ao contetido e ao jogo “sera que essa
relagdo ¢ valida para qualquer nimero de discos? Como provar se essa relagao ¢ valida?” pelo
fato de ser um jogo bastante conhecido muitos alunos j& sabiam que o jogo era valido para
qualquer numero de discos, porém nao sabiam como comprovar esse fato.

Para comprovar que essa relagao ¢ valida para quaisquer nimeros de discos, utilizamos
uma ferramenta que os alunos ja tinham visto em aulas anteriores que ¢ o axioma de indug3o.
Neste sentido fato de trazer algo concreto e relacionado com axioma de inducgdo, a aula se
tornou mais didatica e mais proveitosa, além de quebrar um pouco desse paradigma que o

axioma tem, que e de ser algo bastante abstrato.

RESULTADOS E DISCUSSAO

A Torre de Hanoi tem seu historico baseado no misticismo, de origem em uma lenda
indiana que relata que o nucleo do mundo se encontra sob dono de um santuario localizado na

regido de Benares, na india (MACHADO, 1995). Esta lenda, afirma que:

Inicio dos tempos Deus colocou nesta ctpula trés hastes contendo 64 discos
concéntricos. Também foi criado uma comunidade de monges cuja Unica
tarefa era mover os discos da primeira para a terceira haste. Os monges
deveriam cumprir esta tarefa movendo um disco em exatamente uma unidade
de tempo e de maneira minimal, ou seja, eles utilizavam uma regra de
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movimentagao que produzia o menor numero possivel de movimentos. Dia e
noite, incessantemente, os sacerdotes tocavam os discos de uma haste para a
outra, de acordo com as leis imutaveis de Brahma, que dizia que o sacerdote
do turno nao poderia mover mais de um disco de cada vez , e que o disco fosse
colocado na outra haste, de maneira que o debaixo nunca fosse menor do que
o de cima (CABRAL, 2006, p. 33).

Conhecido por ser um jogo matematico do tipo ‘quebra-cabeca’ confeccionado e
publicado no ano de 1882 pelo matematico francés Edouard Lucas. Desde cedo ele apresentava
uma notavel aptidao para a matemadtica, o que fez ingressar em varias instituicdes da Franca.
Ap6s servir ao exército Edouard Lucas seguiu a carreira de matematico.

Tinha como reputacao de ser um 6timo professor, entretanto e instigando seus
alunos com desafios matematicos que requerem consideravel inventividade
para serem resolvidos. Além de trabalhar como professor de ensino médio, foi
um matematico bastante prolifico, tendo publicado durante toda a sua vida
mais de 180 artigos sobre as mais diversas areas da matematica, nos mais
diversos jornais da matematica do mundo (SILVA, 2017, p. 21).

Tendo sua atengdo voltada especialmente para a 4rea da teoria dos numeros, Edouard
Lucas fez inimeras contribuigdes para essa area de conhecimento matematico, sendo uma delas
a descoberta do maior numero primo sem a ajuda de computadores. Neste sentido, se os 64
discos fossem removidos da haste que Deus botou no dia da formagao para outra haste, o mudo

deixaria de existir. Assim, apresentamos o jogo.

JOGOS NO E ENSINO.

Durantes décadas, pesquisas desenvolvem materiais didatico pedagdgicos que possam
auxiliar a pratica de ensino e aprendizagem. Araujo, Ribeiro e Santos (2012) relacionaram que
0s jogos, brincadeiras e instrumentos lidicos em geral ampliam os conhecimentos podendo
promover novos experimentos e permitir a constru¢ao de modelos da realidade do sujeito. Tais
modelos simulam o mundo real, o que tornam mais facil desenvolver o pensamento ¢ a
estratégias logicas.

Além das caracteristicas ludicas dos jogos em que acomodam o desenvolvimento de
diferentes competéncias para seus jogadores, por exemplo: buscar distintas estratégias para
resolver problemas, superagao de dificuldade, compreensao de atuagcao ambientes com regras e
nocoes de utilizacao.

Associando essas caracteristicas no ensino e aprendizagem, segundo Amaral (2019), os

jogos educativos sdo atividades abertas, por isso espontanea, que hd adaptagdo em tempo e
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espaco, o qual envolve os jogadores no desenvolvimento da resolucdo de problemas, a partir de

obstaculos artificial definidos por regras de formas ludicas.

JOGOS MATEMATICOS

De acordo com Vygostsky (1987), as atividades ludicas, como jogos e brincadeiras, sao
essenciais para o desenvolvimento cognitivo e social da crianga. Para Kamii (1992), o conceito
de jogo ¢ um resultado para o crescimento da originalidade infantil, o qual envolve tomadas de
decisdes e elaboragdo de estratégias que conduz a regras pré-estabelecidas do jogo ou
elaboradas pela propria crianga.

O uso dos jogos no ensino da matematica como uma das tendéncias metodologicas vem
ganhando espaco no ambiente escolar com uma experiéncia que pode promover o processo de
ensino e a aprendizagem de forma ludica. Segundo De Lara (2004), para os professores a
utilizacao de jogos pode tornar as aulas mais agradaveis e instigantes aos alunos.

O grupo de estudo “Pentathlon Institute”, que desenvolve pesquisas nesta linha,
consideram que os jogos nao sdo apenas formas de abordar o ludico, mas também resgata-lo.
Conforme D’Ambroésio (1989), o ludico, assim como os jogos, pode ser pensado nas aulas de
matematica como uma estratégia para desenvolver o raciocinio ldgico dos alunos em situagdes
relacionadas ao cotidiano e o desenvolvimento formal da matematica.

A contribui¢do em circunstancia das caracteristicas do jogo em situagdo que envolva o
ensino, evidencia que o jogo torna-se uma atividade ludica quando contribui para o
envolvimento do estudante, do desejo e o interesse do jogador pela propria agdo do jogo.
Segundo Grando (2000), quando passamos a utilizar os jogos nas aulas de matematica
envolvemos os alunos em competicdo saudavel e desafios que os motivam a conhecer os seus

limites e suas possibilidades de conquistas.
0 JOGO
O jogo ¢ basicamente formado por uma base, onde nela estd fixada trés hastes na

vertical, com discos perfurados no centro de diferentes tamanhos, que sdo distribuidos de forma

que o disco de didmetro menor esteja sempre sobreposto o de disco maior.
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Figura 1: Torre de Hanoi

Fonte: Os Autores (2020).

O objetivo do jogo é mover todos discos de uma haste para outra com uma quantidade
minima de movimentos, obedecendo as seguintes regras.
1) s6 pode deslocar ou movimentar um disco por vez;
2) o disco de didmetro maior ndo pode ficar sobre o de didmetro menor;
3) Nao pode, em hipotese nenhuma, deslocar/movimentar uma peca que esteja

inferiormente a outra.

S6 com um disco percebe-se que o jogo se torna bastante simples, visto que so levara

um movimento para deslocar o disco de uma haste para outra.
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Figura 2: movimento com um disco

Fonte: Os Autores (2020).

Para 2 discos sdo necessarios 3 movimentos:
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Figura 3: Movimento com dois discos
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Fonte: Os Autores (2020).
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Com trés discos serdo necessarios sete movimentos.
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Figura 4: movimento com trés discos.

gast
LEL

Fonte: Os Autores (2020).

Para movimentar quatro discos iremos fazer de forma diferente,
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Figura 5: movimento com Quatro discos

a2 |-l 4 |
14 L1 | 2

Fonte: Os Autores (2020).

Sabemos que para mover o disco de maior didmetro serd necessario mover os trés discos
de didmetro menor a ele, j4 sabemos que para movimentar trés discos sdo necessario sete
movimentos, entdo para que o disco maior fique livre serdo necessarios sete movimentos, para
deslocé-lo sera aplicado um movimento e para deslocar novamente os trés disco serdo aplicado
mais sete movimentos. Aplicando a matematica temos que:

7+7+1=15
2*%(7) +1=15
Assim, concluindo o desafio que ¢é deslocar todos os discos de uma haste para outra com

o total de quinze movimentos.
NUMERO MIiNIMO DE DISCO

A partir dessa relagdo percebemos que para achar o nimero minimo de disco de um
disco sucessor ao disco de origem, onde ja sabemos o nimero minimo de movimentos para
movimenta-lo, teremos sempre duas vezes os nimeros de movimentos de discos antecessor a

ele e mais um movimento.
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Figura 4: movimentos para N discos.

'
'
i

Fonte: Os Autores (2020)

Usando a indug@o matematica, veremos que os conceitos apresentados com o uso do
jogo torre de Hanoi sdo validos. Para demonstrar que essa relagdo ¢ valida para um niimero
qualquer de discos, utilizaremos o principio da indu¢do matematica, que seu teorema consiste

basicamente em:
PRINCIiPIO DE INDUCAO MATEMATICA

Com ultimo postulado de Peano, foi desenvolvido o conceito de indugdo matematica,
em que define e constitui os nimeros naturais o PIM (principio de inducdo matematica ¢
praticamente entender os nimeros naturais (Lima, 2007). A indugdo matemadtica ¢ desenvolvida
pela demonstracdo e muitos das vezes ¢ analisado em cursos de algebra, matematica discreta
no nosso caso nos estudos da disciplina de teoria dos nimeros, no qual possui varias aplica¢des
em todas as areas da matematica.

Principio de indugdo matematica ¢ uma ferramenta utilizada para demonstragdao de
fatores referentes aos niimeros naturais.

Seja a € N e seja P(x) uma sentenga em N, suponha que.

I) p(a) é verdade, e que.
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1) Vn=a,pn - pn+ 1) ¢ verdade, entdo p(n) ¢ verdade para todo n = o.

seja p(d) = 2P — 1 entdo temos que:
DEMONSTRACAO

p(D)=21—-1=1
Suponha que p(d) ¢é verdade, isto é p(d) = 2¢ — 1.

Vamos mostrar que p(d + 1) é verdade, ou seja p(d) = 2% — 1 entdo p(d + 1) =
2D+1 -1
Por hipotese de indugdo temos que:

p(d) =27 -1
p(d+1) =2(P(d)) +1
PD+1)=22%-1)+1
p(d+1) =241 -2+1
p(d+1) =241 -1
Logo p(d + 1) é verdade e, portanto, pelo principio da indugdo matematica temos que

p(n) é verdade para n > 1. Portanto, podemos afirmar que o jogo torre de Handi é valido para
qualquer numero de discos.

Uma das formas mais simples de associar uma relagdo dos movimentos com uma
determinada a¢do, ¢ através de uma fungdo matematica. A fungdo matematica ¢ a relagdo entre
dois conjuntos de elementos onde estdo relacionados por uma lei de formacao, ou seja, para
cada elemento X estara relacionado com um valor F(X) onde F(X)=Y.

Seja os nimeros de movimentos (NV) dos discos entdo temos que.

MV(N+1) = ND(N)+1+ND(N)
MV(N+1) =2ND(N)+1

Tendo em vista que para MV(N+1) ird ser sempre uma P.G. de razdo dois, logo temos
que.
D1=1
D2=2(D1) +1
D3=2(D2) +1
D4=2(D3) +1
D5=2(D4) +1
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Para achar o nimero minimo de movimentos para D5 iremos utilizar este mesmo
raciocinio.
D5=2(D4) +1
D5=2(2(D3) +1) +1
D5=4(2(D2) +1) +3
D5=8(2(D1) +1) +7
D5=16+8+7
D5=25-1425-2425-2 _ 1
D5=25"1+2(2°>7%2) -1
D5=2°"1 42571 -1
D5=2(2°"1) -1
D5=2% —1
D5=31

Percebemos que, para achar o nimero minimo de movimentos de cada disco sera sempre
na formula de uma fungdo exponencial dada na seguinte formula: seja D o nimero de discos,

entdo temos que D=2 — 1.

CONSIDERACOES FINAIS

Conclui-se que, para que o desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem de
matematica, baseado em jogos com principio da torre de Hanoi e que tenha uma aprendizagem
significativo para o discente, ¢ fundamental que toda pratica seja conduzida e analisada pelo
professor na sua execugdo. De acordo com Shimorra e Sobreira (2015), a unido da utilizagao
do jogo com o contetdo trabalhado em sala de aula provoca uma motivacao instigada pelo jogo,
formulando-se uma ponte entre o prazer e o aprender, possibilitando, assim, novas vertentes e
pensamentos dos estudos trabalhados em sala de aula.

Ao utilizar jogos matematicos, o professor deve fazer como que a compreensdo dos
pensamentos matematicos evolua com o passar do tempo, fazendo com que os estudantes
desenvolvam habilidade e um nivel de abstragdo, permitindo com que ele estabeleca relagao
com métodos de aprender matematica de forma prazerosa.

Portanto, esta pesquisa nos norteia ao observar uma linha de raciocinio mais didatica e dindmica

para resolu¢do do jogo a partir da movimentacao que ocorre para mover os discos de uma haste
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para outra, e utilizando o axioma de indu¢do, demonstrar que essa linha de raciocinio ¢ valida

para qualquer nimero de discos.
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