INVESTIGANDO A DESIGUALDADE ISOPERIMETRICA

Wélisson Martins Mota
Universidade Estadual da Paraiba, modusponens l(@hotmail.com

1. Introducao

Dos versos da Eneida de Virgilio' a fala de Alessio Figalli (ETH Ziirich)?, um dos
ganhadores da Medalha Fields entregue durante o International Congress of Mathematicians
(ICM) 2018 [Congresso Internacional de Matematicos], realizado na cidade do Rio de Janeiro
entre 1° e 9 de agosto deste ano: o problema de Dido ¢ um dos mais antigos e importantes
problemas da Matematica. Segundo uma versdo da lenda, a princesa Dido, no século IX a.C.,
teve de fugir da cidade de Tiro, com a vida ameag¢ada numa disputa de poder que ja havia
ceifado a vida de seu marido. Apds uma longa viagem, ela chegou ao norte da Africa, onde
pediu a populagdo local para comprar uma area de terra a fim de construir uma vila para ela e
seu séquito. A resposta que ouviu teria sido a seguinte: Vocé pode ter tanta terra quanto cercar
com couro de boi. Dido, inteligentemente, cortou o couro em tiras que juntou com a intengao
de delimitar uma regido ao longo da costa onde surgiu, em seguida, a cidade de Cartago. O
problema de Dido foi achar a forma do contorno de tal maneira que a area limitada fosse a
maior possivel. Ela dispds a corda em semicirculo, perpendicular a orla marinha. Ela havia
lancado as bases, por assim dizer, daquilo que hoje conhecemos como problemas
isoperimétricos; veja BLASJO (2005).

Como seu nome sugere, o problema isoperimétrico no plano consiste em investigar
figuras geométricas planas de igual perimetro. Mais precisamente, esse problema pode ser
formulado da seguinte maneira: Dentre todas as curvas planas fechadas e sem auto-
intersecoes, com um dado perimetro, qual engloba a maior area? Para contentamento dos
analistas, esse problema também pode ser expresso através de uma desigualdade, conhecida
como desigualdade isoperimétrica. A solu¢do deste problema era conhecida desde a

Antiguidade. Aristoteles, no século III a.C., ja a conhecia, e Zenodoro teria oferecido uma

1 No Livro I, versos 365-368, da Eneida, lemos: “Devenere locos, ubi nunc ingentia cernis // moenia
surgentemque novae Karthaginis arcem, // mercatique solum, facti de nomine Byrsam, // taurino quantum
possent circumdare tergo.” Em tradugdo livre: “Eles vieram para o lugar onde hoje vocé vera as enormes
muralhas e a crescente fortaleza de Cartago, e compraram o solo — Birsa chamaram-no entdo — tanto quanto
puderam abranger pelo couro de um touro.” Veja: <http://www.thelatinlibrary.com/vergil/aenl.shtml>.
Acesso em: 15 ago. 2018.

Veja: <https://www.facebook.com/ICM2018/videos/1115048611986442/>. Acesso em: 1@%%335021@.222
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demonstragdo no caso em que a classe de figuras geométricas consideradas ¢ a dos poligonos;
veja BLASJO (2005), Cooke (2013) e Heath (1921).

O teorema isoperimétrico estabelece uma relacdo insuspeita entre a area da regido
limitada por uma curva plana fechada e sem auto-interseg¢des e seu comprimento: o quadrado
do comprimento ¢ maior do que ou igual ao produto da area por 4m — a isto chamamos
desigualdade isoperimétrica. A igualdade ocorre somente quando a curva € um circulo. Da
Antiguidade ao ICM 2018, muitos séculos se passaram, e, no decorrer destes, varias
abordagens foram desenvolvidas para lidar com o problema isoperimétrico no plano.

O projeto de iniciagdo cientifica intitulado “O problema isoperimétrico no plano”,
executado na Cota 2017-2018 do Programa de Iniciacdo Cientifica — UEPB/CNPq pelo autor
sob orientacdo do Prof. Me. Arlandson Matheus Silva Oliveira, teve por finalidade o estudo
do problema isoperimétrico no plano e de algumas demonstragdes do teorema isoperimétrico
no plano, segundo, principalmente, as perspectivas delineadas em Lax (1995) e Moreira e
Saldanha (1993). Ele se justificou como meio de um formalizar alguns conceitos geométricos,
elucidando os elos existentes entre Geometria e Analise, adentrando as questdes estudadas
pela Geometria Diferencial e investigando as possibilidades de inser¢do dos conceitos

relacionados ao problema isoperimétrico no plano na sala de aula do ensino bésico.

2. Metodologia, Resultados e Discussao

A metodologia do trabalho que desenvolvemos no projeto “O problema isoperimétrico
no plano” consistiu, sobretudo, numa pesquisa bibliografica. Empreendemos levantamentos e
revisdes sistematicas da literatura relacionada ao problema isoperimétrico e, com base nas
fontes obtidas, realizamos semindrios periddicos para exposicdo dos pré-requisitos e das
demonstragdes do teorema isoperimétrico.

O breve artigo publicado por Peter Lax em 1995 faz uso de uma poderosa ferramenta
para estudar a relacdo entre comprimento e area de uma curva plana: parametrizagdes. Mas
por que parametrizar uma curva? A primeira razdo que pudemos identificar ¢, se assim
podemos dizer, da ordem da economia: de posse de uma parametrizacao, para verificar se um
ponto do plano estd contido numa dada curva, nossas preocupacdes recaem nao mais nas duas
coordenadas deste ponto, mas sobre uma unica varidvel, o pardmetro de que dependem as
equagoes paramétricas que descrevem a curva.

As parametrizagdes, no entanto, fazem mais do que simplificar nossas contas. Elas sao

ferramentas bastante eficientes para a obtengdo de informagdes geométricas(83bsd %k i as
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por meio do emprego de técnicas analiticas. Assim, por exemplo, usando uma parametrizagao,
podemos definir fungdes para o calculo do comprimento e da area de uma curva que nos
livram de certa esterilidade euclidiana, uma vez que a atribuicdo destas quantidades a uma
curva passam a prescindir do carater axiomatico da geometria que herdamos da Antiguidade.
Para uma apresentacdo moderna da geometria euclidiana, com notas historicas e discussao dos
principais conceitos geométricos de que aqui tratamos (comprimento e area), remetemos o/a
leitor/a a Lima (1991). Se dispusermos de uma parametriza¢ao regular, podemos passar a uma
parametriza¢ao pelo comprimento de arco (que significa, grosso modo, pensando uma curva
como a posi¢ao, num dado instante de tempo, de uma particula em movimento continuo, que
a particula percorre o traco da curva com a mesma velocidade com que o pardmetro de tempo
se move sobre a reta). Tudo isto pertence a Geometria Diferencial. A prova fornecida por Lax
(1995) repousa basicamente sobre a escolha de um sistema apropriado de coordenadas, de
uma parametrizacao pelo comprimento de arco, da expressao para a area englobada pela curva
em termos das fungdes paramétricas e de uma desigualdade muito simples (consequéncia do
fato de o quadrado de qualquer nimero real ser ndo-negativo).

Seguimos também, num segundo momento, os passos sugeridos por Carlos Gustavo T.
de A. Moreira e Nicolau C. Saldanha (1993) para chegar a desejada desigualdade
isoperimétrica. Estes passos sdo um conjunto de cinco afirmagdes de cardter geométrico. As
duas primeiras e a tltima destas afirmag¢des remontam ao trabalho do matematico e astronomo
grego Zenodoro, que viveu provavelmente no século II a.E.C e cuja obra foi perdida. As
proposigdes atribuidas a Zenodoro aparecem na obra de um outro comentador da matematica
grega, Pappus de Alexandria (290-350 d.E.C.), que contribuiu significativamente com o
trabalho de Zenodoro; veja BLASIO (2005), Cooke (2013) e Heath (1921). Dentre as
proposicdes mais importantes demonstradas por Zenodoro e Pappus, encontram-se as
seguintes:

i. De todos os poligonos regulares de mesmo perimetro, aquele que tem maior area € o
que tem mais angulos.

ii. O circulo € maior do que qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

ii1. De todos os poligonos com mesmo numero de lados e mesmo perimetro, o que €
equilatero e equiangulo possui maior area.

A prova das Afirmagdes 0 e 1 em Moreira e Saldanha (1993) sdo consequéncias das
formulas de Heron e de Bretschneider, respectivamente. A Afirmacao 2 introduz um processo
para obter o fecho convexo de um poligono. Na demonstracdo da Afirmag¢ado 3, ¢ descrito um

processo para, a partir de um poligono qualquer, obter inicialmente um equifaters 22 dépdis,
contato@epbem.com.br

www.epbem.com.br



V Enc E oE
MATEMATICA

um regular com o mesmo nimero de lados que o poligono incial, aumentando a area em cada
etapa. A desigualdade isoperimétrica €, entdo, obtida em trés passos:

Passo 1. Tomamos uma quantidade finita de pontos igualmente espagados sobre a
curva, em termos de comprimento do arco de curva entre eles, e consideramos o poligono
formado por eles, que tem perimetro menor do que o da curva original.

Passo 2. Tomamos o fecho convexo deste poligono. Seu perimetro também ¢ menor
do que o da curva original e, pelas afirmagdes anteriores provadas por Moreira e Saldanha
(1993), sua area ¢ menor do que ou igual ao quadrado do comprimento da curva original
dividido por 4.

Passo 3. Como a area da curva original ¢ menor do que ou igual a soma da area do
fecho convexo e da area de circulos centrados nos pontos escolhidos no Passo 1 (¢ com um
razio apropriado), fazendo o niimero de pontos escolhidos tender ao infinito, concluimos a
desigualdade isoperimétrica.

A igualdade € caracterizada observando-se, primeiramente, que uma curva que a
realiza deve ser convexa e, a seguir, por um processo de deformagdo desta curva que, caso ela
ndo fosse circulo, produziria uma curva de maior area, sem alterar o perimetro, gerando uma
contradicao.

Para além das questdes historicas levantadas e do exercicio de imaginacdo geométrica
engendrado pelo estudo de Moreira e Saldanha (1993), este artigo foi importante nos ter feito
atinar no fato de que, quando nos restringimos a uma classe de poligonos, explorar a
desigualdade isoperimétrica pode ser uma tarefa mais simples e possivel de ser inserida na
sala de aula do ensino basico.

Consideramos o seguinte “problema dual”: Dentre todas as curvas planas fechadas e
sem auto-intersegdes, com uma dada area, qual possui o menor perimetro? Este problema e a
formulacao que originalmente demos para o problema isoperimétrico sdo, essencialmente,
equivalentes; veja Polya (1954).

A versao dual do problema isoperimétrico, combinado a ideia de investir na procura
por uma solugdo restrita a uma classe de poligonos, nos levou a procura de maneiras de inserir
a desigualdade isoperimétrica na pratica docente dos professores de Matematica do
ensinobésico. Nossa leitura perpassou Bottema (2008), Nahin (2007) e Tikhomirov (1990),
mas sentiamos que ainda faltava algo que privilegiasse a intuicdo geométrica em vez do
estrito rigor matematico ou do uso, ndo raro desprovido de sentido, de expressdes algébricas.
Foi entdo que, intensificando a pesquisa por fontes na internet, encontramos no maravilhoso

sitio Cut The Knot, de Alexander Bogomolny (2014), um roteiro com o qual(@8sésvél¥é#ados,
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como produto didatico, um plano de aula com o intuito de verificar casos particulares da
desigualdade isoperimétrica.

Este plano de aula foi executado no dia 30 de julho do ano em curso pelo autor na
turma de design (1° do ensino médio) da Escola Cidada Integral Técnica Patos — ECIT
PATOS, situada no Bairro Salgadinho no municipio de Patos-PB. A aula dividiu-se em trés
momentos. Inicialmente, apresentamos a lenda de Dido, buscando despertar curiosidade nos
alunos sobre o tema abordado. Logo apos, revisamos o conteudo de area e perimetro de
figuras planas, que foi estudado pelos/as alunos/as da turma no més de maio deste ano. Por
fim, utilizando uma caixa de fosforo e pincéis de quadro, averiguamos com os/as alunos/as os
seguintes questionamentos: Dentre todos os triangulos de mesmo perimetro qual o de maior
area? Dentre todos os paralelogramos de mesmo perimetro qual o de maior area? Dentre todos

os retangulos de mesmo perimetro qual o de maior area?

3. Consideracoes finais

Na aula em que executamos o plano concebido como produto didatico com base nos
estudos que fizemos no decorrer do projeto “O problema isoperimétrico no plano”,
constatamos que os/as alunos/as demonstraram grande interesse e participaram ativamente.
Devido a curiosidade que externaram sobre o tema, continuamos a ser discuti-lo fora da sala
de aula. Os recursos didaticos utilizados fizeram com que os alunos compreendessem de
forma eficaz os conteudos trabalhados e as demonstragdes que esbogamos. A discussao dos
resultados obtidos, bem como o desenvolvimento de novas a¢des no mesmo sentido e de

novos estudos no tocante a desigualdade isoperimétrica, ainda ¢ um trabalho em progresso.
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