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RESUMO

Este estudo visou a analise do desempenho de alorféfsano do Ensino Fundamental ao resolverememats

de permutacdo a partir de intervencdes baseadastemtégias observadas em estudos anteriores, estagde
para quatro pilares: listagem de possibilidadesomo estratégia, sistematizacaala listagem, o enfoque nas
propriedadesinvariantes do problema e aeneralizacdp envolvendo os quatro problemas combinatérios
(produto cartesiano, combinagdo, arranjo e perréojagAplicaram-se pré-teste, intervengbes e pde-tes
Observaram-se avancos significativos quanto augdoldos problemas de permutacdo apés as inteegrasd
alunos conseguiram perceber as regularidades titepra e chegar & generalizacdo dos mesmos. Qkaetts
pesquisados desenvolveram um raciocinio combimatéficiente neste tipo de problema, que pode ser
trabalhado desde cedo.

Palavras- chaves: Permutacao, Estratégias Bem ilasethtervencdes

1. Introducéo

Pessoa e Silva (2012) afirmam que é possiveindedser o raciocinio combinatério
antes da introducdo formal deste conteldo na espuoid os alunos sdo capazes de

desenvolver estratégias para resolver problemabioaidrios dos diferentes tipos.

O que se percebe atualmente é que esse conhecimatgmatico geralmente s6 é
introduzido formalmente na escola a partir do 29 do Ensino Médio. Sobre isso Pessoa e
Borba (2009) apontam que apenas o do piypmluto cartesiane@ trabalhado explicitamente
nos anos iniciais do Ensino Fundamental, embor&asmetros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1997) recomendem que os diferentes tipesptbblemas combinatérios sejam
propostos aos alunos desde o inicio do processcesdelarizacdo, sem énfase na

formalizacdo, mas a partir de um trabalho com grobk que envolvam escolha e contagem.
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Entretanto mesmo esse conhecimento nédo senddthtrebasistematicamente nos anos
inicias do Ensino Fundamental, pesquisas apontang guossivel que as criangas, desde cedo,
através de estratégias de resolucéo, desenvolvantampreenséo acerca da Combinatéria.

Estudo desenvolvido por Pessoa e Borba (2009) emeescomo um dos seus
resultados as estratégias desenvolvidas por 568satlp 2° ano do Ensino Fundamental ao 3°
ano do Ensino Médio ao resolverem problemas de @mithia (arranjo, combinacéao,
permutacdo e produto cartesiano). Estas estratégéam, por vezes, bem sucedidas em
encontrar solugdes corretas e, em outras ocasifieigyam-se corretamente, mas ndo eram

totalmente bem sucedidas em se chegar ao restitiatioorreto.

Estudo desenvolvido por Pessoa e Santos (201lbétamencontrou diversas
estratégias de alunos ao resolverem problemas patbbs. Neste estudo as autoras
levantaram, além das estratégias, as explicac@aldoos pesquisados sobre a compreensao
que 0os mesmos tiveram acerca de cada problema ratdtio, sendo possivel verificar quais
as dificuldades/facilidades dos alunos em relag&aravariantes de cada situagao.

No presente trabalho foram utilizadas estratédmsn sucedidas, como as
desenvolvidas pelos alunos pesquisados em PesBoaa (2009) e em Pessoa e Santos
(2011) como ponto de partida para a elaboracdoeeue&o de intervencdes que possam
auxiliar no ensino-aprendizagem da Combinatéria calomos do 9° ano do Ensino
Fundamental, investigando o desempenho dos mesmoresolucdo de problemas de

permutacao.

2. Referencial Tedrico
2.1 Resolugéo de problemas

Para Vergnaud (1990) um problema se relaciona lugrasituacéo, seja no ambito
escolar ou fora dele, que, na busca de sua soltreZzc necessidade de descobrir relacdes e
de explora-las, de elaborar hipoteses e verifisaa® hipoteses. Ele defende que no caso do
conhecimento matematico, o processo de elaborag&elactes por ele discutidas assume

sentido ao fazer parte de estruturas mais amplesnglexas em momentos evolutivos
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posteriores (Vergnaud, 1990). Este estabelecingmtelacdes se torna possivel em situacoes

desafiadoras como as propostas em problemas.

A partir da Teoria dos Campos Conceituais, Vergnd®®0) considera que existem
muitos fatores que influenciam na formacéo e desdeimrento dos conceitos, que surgem a
partir de problemas a resolver. Portanto, € nedesgade se oferecam situacdes diversas para
a resolucdo de problemas, para que, assim, ossapossam fazer reflexdes, estabelecendo

relagcdes e construindo novas aprendizagens.

Para Vergnaud (1990) um conceito é formado pignificados, invariantes e
representacdes simbolica®. tipo de problema, em termos dignificadg é uma variavel
importante no processo de resolucdo e compreeresdomndconceito, pois, dependendo do
problema, o aluno utiliza relacdes logicas difegentlguns sdo mais simples e outros mais
complexos do ponto de vista do célculo relaciovargnaud, 1991), ou seja, do ponto de
vista da compreenséao da l6gica do problema. A faterx@presentarum problema também
reflete a maneira como o aluno o esta compreendeXsdim, o tipo de problema podera
também gerar formas diferentesrépresentacaoPor estas razdes, € necessario que a escola
esteja atenta a necessidade de diversificacao itlagdes para que o aluno possa pensar
sobre um determinado conceito a partir de difesepégspectivas. Os difereniesariantes—
relacdes e propriedades — também interferem naafalencompreenséo por parte do aluno,
pois se consegue percebé-los, a interpretacdo dpraibema pode ser uma, e, se ndo ha
consciéncia dos invariantes envolvidos no conceatojaneira de lidar com o problema é

outra.
2.2 Conceitos e definicbes da Combinatoria

A Combinatéria permite quantificar conjuntos oucartjuntos de objetos ou de situacoes,
selecionados a partir de um conjunto dado, ou aejmrtir de determinadas estratégias ou de
determinadas férmulas, pode-se saber quantos dlEsymnquantos eventos sdo possiveis numa
dada situacdo, sem necessariamente ter que ceniaila um (Pessoa e Borba, 2009). Assim, 0
raciocinio combinatorice um tipo de pensamento que envolve contagemguoeasai além da
enumeragdo de elementos de um conjunto. Na Comdbaatontam-se, baseando-se no
raciocinio multiplicativo, grupos de possibilidadasavés de uma acao sistematica, seja pelo uso
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de formula, seja pelo desenvolvimento de uma égieatjue dé conta de atender aos requisitos
desses tipos de problemas, como a constituicdo giepamentos, a determinacdo de
possibilidades e sua contagem.

2.3 Significados da Combinatoria

Baseadas em Merayo (2001) e classificacOes argsrifunes e Bryant, 1997;
Vergnaud, 1983 e 1991 e Brasil - PCN, 1997), Pessdadorba (2008) classificam os
problemas que envolvenaciocinio combinatéricem uma organizacao unica. Os problemas
de produto cartesiano, arranjo, permutacdo e combimaf@am, por essas pesquisadoras,
considerados como caracteristicos do pensamentbiatdrio, contribuindo, dessa forma,
para a reflexao tedrica da necessidade de se eoasabste conjunto de problemas no ensino e
aprendizagem da Combinatoria no Ensino Basico. ghisestdo colocados os significados
presentes ha Combinatoria (tipos de problemas), seum exemplos avariantes (relacdes e
propriedades que se mantém constantes):

- Produto Cartesiano

Ex.: Para a festa de S&o Jodo da escola, tem oseai4 meninas que querem dancar
quadrilha. Se todos os meninos dangarem com taglaseainas, quantos pares diferentes

poderao ser formados?

Invariantes: (1) dados doisy maig conjuntos distintos, oS mesmos serdao combinados p

formar um novo conjunto; (2) a natureza dos cooggtdistinta do novo conjunto formado.
- Permutacao
Ex.: Calcule o nUmero de anagramas da palavra AMOR.

Invariantes: (1) todos os elementos do conjunt@osersados, cada um apenas uma vez

(especificamente para os casos sem repeticaa)p(@em dos elementos gera novas possibilidades.

- Arranjo
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Ex.: O quadrangular final da Copa do Mundo seraudélo pelas seguintes selecdes: Brasil,
Franca, Alemanha e Argentina. De quantas maneistiatds podemos ter os trés primeiros
colocados?

Invariantes: (1) tendo n elementos, poderdo senddos agrupamentos ordenados de 1
elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elemeotns, O < p < n, sendo p e n numeros

naturais; (2) a ordem dos elementos gera novashmesdes.

- Combinacéao

Ex.: Trés alunos (Mario, Raul e Junior) participdenum concurso em que serdo sorteadas

duas bicicletas. Quantos resultados diferentesrp@ge obtidos no concurso?

Invariantes: (1) tendo n elementos, poderdo senddos agrupamentos ordenados de 1
elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elemertos,0< p < n, p € n naturais; (2) a ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades.

Os problemas podem ser resolvidos por meio deedifes formas deepresentacéo
desenhos, listagens, arvores de possibilidadeslaggdférmulas, dentre outras. As diferentes
simbologiasocorrem tanto no que se refere as formas comouo®alresolvem as questdes,

quanto a forma como a questao é apresentada paesskida.

Destacamos os invariantes e 0s colocamos como snpalttos de partida para as
intervencdes, pois acreditamos que os mesmos sficer’ios fundamentais para que se
compreendam as ldgicas implicitas em cada sigdidicda Combinatdria, ou seja, em cada

tipo de problema combinatorio.

Desta forma, pretende-se partir de estratégiassoesdidas desenvolvidas por alunos
pesquisados por Pessoa, Borba e Santos (2011) Repsoa e Borba (2009), ao resolverem
problemas combinatorios e através da explicitagioinlvariantes de cada tipo de problema
analisar o desempenho dos alunos do 9° ano do cEfsindamental entre o pré-teste,
intervencdes e pos-teste, com relacdo aos probldenpsrmutacdo, considerado um dos mais
dificeis de resolver (CORREIA e OLIVEIRA, 2011).
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3. Metodologia da Pesquisa

Foram realizadas intervencdes com alunos do 9tartensino Fundamental a partir
de estratégias bem sucedidas desenvolvidas pataests pesquisados por Pessoa e Borba
(2009) e Pessoa e Santos (2011). O estudo fotitode de pré-teste, intervencdes e pos-
teste, buscando-se analisar, em especifico, o ¢esdma dos alunos com relacdo aos

problemas de permutacéao.

O estudo foi realizado com alunos de duas turma8°dmo de uma escola publica,
escolhidas aleatoriamente para ser uma o Gruporifgreal (GE) e outra o Grupo Controle
(GC).

Foram feitas duas intervengbes com cada grupo. €&@, a intervencao constou de
ensino de resolucédo de problemas multiplicativosuge modo geral e de problemas de
raciocinio lé6gico. Com o GE, a intervencdo congieuensino de resolucdo de problemas
combinatdrios, com destaque para quatro pilaresep&los como eficazes em estudos
anteriores (Pessoa e Borba, 2009 e Pessoa e S2td3;listagem de possibilidadesomo

estratégiaexplicitacdo dosnvariantes sistematizacada listagem generalizacao.

Nas duas sessOes de intervencdo com o GE forasulades os quatro tipos de
problemas combinatorios. Na primeira foram trabddisa problemas dos tipos produto
cartesiano e permutacdo e na segunda sessdo foabadhados problemas dos tipos
combinacéo e arranjo. Buscou-se trabalhar prolderom nimeros cujos resultados levem a
grandezas menores (até 10) e maiores (até 30ppatunos buscarem uma generalizacao —
via Principio Fundamental da Contagem ou a percegedegularidade, por exemplo.

Trabalhou-se da seguinte forma: foi resolvido cosnatunos (no quadro-negro) o
primeiro problema, havendo destaque para os imtasado mesmo. ApOs esse momento,
pediu-se que eles respondessem, individualmensegondo problema. Nesse momento, a
intencdo era a de que fossem retiradas as duvadaaldnos, podendo haver uma explicacao
mais individualizada aqueles que assim desejasdeatlo o tempo para que eles
respondessem o problema posterior, foi feita alug8o no quadro, com participacdo da

turma. O processo foi repetido durante a resoldgéterceiro e quarto problemas. Tal modo
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de intervencéo ocorreu de forma similar com cadalasntipos de problemas Combinatorios,

nas duas sessoes.

Para caracterizar a intervencdo, sera tomada corempo uma das situacdes-
problema trabalhadas:

Permutagdo - ProblemBta estante da minha casa ha fotos do meu pai, daaninde e do
meu irméo, sendo um total de 3 porta-retratos. Dangas formas diferentes posso organizar

esses porta-retratos de modo que eles fiquem lddda®

Escrevendo os nomes “pai”, “mae” e “irmao” no quadoi perguntado aos alunos

quais arrumacdes eram possiveis.

Supondo que estavam no quadro as seguintes puokxies: “pai, mae e irmao; mae,
pai e irmdo; irmédo, mae e pai”, que eram as comtamapresentadas por aqueles que ja
estavam em um nivel de compreensdo mais desenvpks@&dem comparacdo com as que
citam apenas uma possibilidade, perguntava-se: ‘9daem essas possibilidades? O porta-
retrato do pai s6 pode vir em primeiro lugar uma, \gue é acompanhado da mae e do
irmao?”, “Sera que ndo tem outras formas de orgaPlizEssas questdes, de certa forma,
enfatizam um dosvariantesda Permutagédo, segundo o qual a ordem dos elesngata

novas possibilidades.

Ao término do problema, quando j& haviam sido &xitiodas as possibilidades, era
feita ageneralizacapjunto com eles. “Quantas possibilidades nds temagsquais aparecem
0 pai em primeiro lugar?” Feita a contagem, elegadi: “duas”. Alguns dos alunos ja
percebiam, nesse momento, que para 0s demais étsmeéambém haveria duas
possibilidades, chegando a conclusdo de que apfudfdo 2x3 também resolvia ao
problema, sem que fosse necessario escrever tadgmssibilidades. No momento da
intervencao, era possivel perceber que tais inv@saeram percebidos com aparente clareza

pelas criangas, que ndo demonstravam maiores|ddigels no entendimento.

Estando todos os problemas resolvidos, buscourseéta fazer a comparagéo entre
os dois tipos de problemas trabalhados durantéaa lsavendo destaque para as semelhancas

e diferencas existentes entre 0s mesmos.
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Apos as intervencdes, foi aplicado o pos-teste cdBrupo Experimental e o Grupo

Controle que seguia a mesma natureza e quantidagieedtdes dos problemas do pré-teste.

7z

A analise de dados feita no presente artigo é eocorte referente apenas aos
problemas de permutacdo. Desta forma, foram feitagorrecdes de forma quantitativa,
buscando perceber se houve avanco no desempenladudos do pré-teste para o pos-teste
na resolucdo dos problemas de permutacdo. Esseacatiup ainda foi realizado entre o
Grupo Experimental e o Grupo Controle, buscandoprowar a eficacia das intervencdes
através do ensino de Combinatéria por estratégias $ucedidas desenvolvidas por outros

alunos, ainda no Ensino Fundamental.
4. Dados e Resultados

Apods as coletas de dados terem sido realizadgmjraspias resultados obtidos foram
analisados de forma a perceber os avancos dossatanguantidade de acertos nos problemas

de permutacdo entre o pré-teste e o pos-teste.

A Tabela 1 a seguir mostra o desempenho dos allm@& upo Experimental entre o

pré-teste e o pos-teste:

Tabela 1: Comparacédo do percentual de acertos entepré-teste e o pos-teste pelo
Grupo Experimental

PERCENTUAL DE ACERTOS POR PROBLEMAS

Testes
P- P+
Pré-teste 31,25 6,25
Pos-teste 75 50

P-= Permutacdo com nameros que levam um uma meaaotidade de possibilidades; P+= Permutacdo com
ndameros que levam um uma maior quantidade de plabsites.

Visualizando a Tabela 1 acima, é possivel percejoer no pré-teste, os alunos
apresentaram um percentual de acertos muito bab® problemas de permutacao,

principalmente quando a resposta exigia um numeodsibilidades maior.
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No estudo de Pessoa e Santos (2011), o problemardeitacdo aparece como sendo
o segundo mais dificil de ser resolvido pelas caan No estudo atual, mesmo sendo
realizado com alunos com um nivel de escolaridadis mvancado, este tipo de problema

ainda se apresenta como mais dificil de resolver.

Segundo Correia e Oliveira (2011) o problema denptacédo € o tipo de maior
dificuldade para se resolver, pois, de acordo caageP e Inhelder (1951) esse tipo de
problema envolve uma operacdo de segunda ordemyeargue se trata ndo s6 da realizagcéo
de trocas de ordem, mas da multiplicacdo das trdeasrdem. No caso das nocbes de
combinacéo e arranjo é diferente, pois importademar duas operacdes entre si: a seriacao e

a correspondéncia.

Entretanto com o grupo pesquisado, ap0s as intgesrcom foco nos quatro pilares
adotados, foram observados avancos importanteesengenho dos alunos nesse tipo de

problema, como apresentam os exemplos a seguir:

4. Na estante da minha casa ha fotos do meu pai, da minha mie e do meu irm3o,
sendo um total de 3 porta-retratos. De quantas formas diferentes posso organizar
esses porta-retratos de modo que eles fiquem lado a lado?

g ) J p .
g 20 f ot et o, f O do e g o8 S

Figura 1 - Solucdo do Aluno 2 para o problema denptagdo com numero menor de
possibilidades no pré-teste, com resposta incosestarelacdo combinatéria

2) Raul, Vicente e Artur estdo sentados em um sofa de trés lugares, sendo que Raul esta no
primeiro assento, Vicente cstd no segundo e Artur estia no terceiro. Trocando os trés
meninos de lugar, em qualis outras posicBes diferentes podem sentar Raul, Vicente e
Artur? . p > li‘ v/ 1<

- . sl J& }\\ i N |

gy,\ \ A 2N é
o 3 4\‘/ ‘g‘.f ?” \f e e M
Y I

Figura 2 - Solucéo do Aluno 2 para o problema deptacdo com nimero menor de
possibilidades no pés-teste, com resposta corostdistagem sistematica
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8. Elizabete guer criar uma semba para gque oculras pPEsSsSOoas DEO Mesan o Seu
celular. Sabendo gue ela sd pode usar o= oiameros 1, 2, 3 ¢ 4, sem repeti-los na
mesma senha, de guantas maneiras diferentes Elizabete poderi oriar essa semha?

e = Py * S
R L Y = e

Figura 3 - Solucdo do Aluno 10 para o problemaatenptacdo com nimero maior de
possibilidades no pré-teste, com resposta incocetalistagem nédo sistematica

&) Hem repotir an lotrns na meama palavra, quantas palavras diferentea (com ou sam
santido) podomos formar com as letras da palavn GATO7

& AT

S (CCITR U
aT RAE

& ToORA

e o ittt e gt

Figura 4 - Solucéo do Aluno 10 para o problemaeatenptacdo com namero maior de
possibilidades no pés-teste, com resposta corostageneralizacao
Diante desses exemplos é possivel perceber que raléatréscimo no numero de
acertos, os alunos apresentaram resolucdes eéggigmmais elaboradas que explicitam a
compreensao que os mesmo obtiveram sobrevasiantesdo problema. A percepcgéo de
regularidades e a chegadag@neralizacdoé um aspecto significativo dos resultados das
intervencdes, pois nos problemas com maior poskbié, muitos alunos resolveram sem

precisar listar todas as possibilidades, como viatgigura 4.

O avanco das intervencdes ainda € consideradooyd@ichkndo comparamos com 0S
resultados apresentados pelo Grupo Controle ndaabe

Tabela 2: Comparacao do percentual de acertos entepré-teste e o pos-teste
pelo Grupo Controle

PERCENTUAL DE ACERTOS POR PROBLEMAS

Testes
P- P+
Pré-teste 7,69 0
Pos-teste 15,38 0

P-= Permutacdo com nameros que levam um uma meaaotidade de possibilidades; P+= Permutacdo com
nameros que levam um uma maior quantidade de plabsites.
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Neste grupo com o qual, no decorrer das intervenf@@am trabalhadas estruturas
multiplicativas e problemas de logica matemétigaresentaram no poés-teste resultados
semelhantes ao pré-teste com relacdo aos tiposesfgostas, estratégias utilizadas e
quantidade de acertos. Através disso, é importadsaltar que o trabalho com estruturas

multiplicativas de uma forma geral, ndo é sufi@gmta o aprendizado da Combinatéria.

Desta forma, percebendo as caracteristicas dgsted& problema e sabendo a
estratégia adequada para a resolucdo, os alunosyananaioria, apresentaram éxito na

compreensao e no desempenho na resolugéo dosmashie permutacao.
5. Conclusbes

Diante do que foi observado, pode-se concluir cualonos, a partir das intervencdes
realizadas, conseguiram alcangar um avango expoesgianto ao desenvolvimento do
raciocinio combinatorio referente aos problemaspdemutacdo, apresentando aumentos
importantes no quantitativo de acertos de questfire 0s testes, assim como na qualidade

das respostas, explicitando a compreensao quesmeaosapresentam dos problemas.

Foi possivel perceber que através do ensino eafatiz aistagemcomo estratégia, a
sistematizacaala listagem, o enfoque nas propriedaitsriantesde cada significado de
problema e aeneralizacap os alunos conseguiram compreender com maioridadé as
caracteristicas deste tipo de problema, apresemtamdolucbes que apontam essa
compreensado com respostas com grandezas menore@soresn utilizando as estratégias

trabalhadas nas intervencdes e obtendo éxito spes®@s.

Fica claro, que mesmo ndo sendo 0 ano escolar alcagcombinatoria € trabalhada
regularmente com os alunos, apresentar desde ssd@enteldo, os alunos tém a capacidade

de aprender de forma consistente este conhecirtiantmportante para a sua formacao.

O trabalho oferece uma pertinente contribuicdo &npreensdo dos processos
cognitivos acerca do raciocinio combinatorio. Ddstana, ao menos dois grupos podem se
beneficiar do contato com esse tipo de trabalhprofessores, que terdo mais elementos para
superar as dificuldades ao abordarem o tema emasuas e os alunos, que terdo docentes
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mais conscientes e sabedores de caminhos alteragi@ra o ensino desse conhecimento tao

importante para sua formacao.
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