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Resumo

O presente artigo é um recorte da dissertacdo de mestrado em que 0s sujeitos sdo os alunos do 7° ano (62
série) do Ensino Fundamental de uma escola da rede privada da cidade de Ribeirdo Preto, acerca do titulo
Fractais: uma engenharia didatica para a generalizacdo do perimetro do Tridngulo de Sierpinski. Teve
como objetivo investigar uma abordagem da Geometria Fractal no desenvolvimento visuo — espacial a partir
de uma sequéncia didatica de trés sessdes tendo como aporte tedrico a Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica de Duval. Ao final da pesquisa concluimos que de acordo com o desempenho dos alunos no
decorrer da aplicacdo da sequéncia, eles terminaram as atividades conseguindo associar os diferentes tipos de
registros de representagdo semidtica, e que a mesma propriciou no desenvolvimento visuo — espacial.
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Introducéo

Vaérias pesquisas como as de Pataki (2003) e Lorenzato (1995) mostraram as
dificuldades que os alunos enfrentam na aquisicdo da matematica, em particular da
Geometria. Morgado (apud ALMOULOUD, 2000, p.03) assinala que,

a visdo que vem dirigindo nosso ensino da matematica ha varios séculos é a
visdo absolutista da matematica, que gera uma dindmica de ensino em que 0s alunos
acumulam informagdo. A maioria dos professores segundo essa visdo, ao utilizar um
processo de transmissao de informacdo, conduz a experiéncia matematica do aluno por
caminho no qual ele ndo analisa a matematica como uma area de pesquisa e
investigacdo. Ao preparar com antecedéncia os problemas a serem apresentados aos
alunos, o professor reserva para si a transposicao dos obstaculos e 0 caminho produtivo
da descoberta, apresentando ao aluno uma solucdo bonita e eficiente, sem deixar o
legitimo ato de pensar matematicamente.
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O estudo de Pataki (2003) indicou que os resultados de pesquisas apresentados em
Congressos, cursos, palestras, artigos e dissertaces tém revelada a necessidade de repensar

0 ensino da Geometria e o papel que Ihe cabe na Educacdo Matematica.

Por outro lado, para pensar o papel do ensino da geometria, Lorenzato (1995)
argumenta que se o educando ndo consegue visualizar a geometria, € possivel que este
estudante ndo tenha um desenvolvimento pleno do pensamento geométrico ou do
raciocinio visual. O autor ainda admite que seja muito dificil, com estas limitagdes,

compreender e resolver questdes de outras &reas do conhecimento.

Assim, 0 presente artigo, tem como objetivo mostrar as implicacdes inerentes ao
ensino da Geometria Fractal, ainda ndo incorporados no curriculo do Ensino Fundamental
e Médio, levantando — se assim a seguinte questdo de pesquisa: Uma sequéncia didatica
embasada na Geometria Fractal propicia o desenvolvimento de habilidades visuo —

espaciais?

Para discutir, a partir da questdo colocada serdo usados 0s seguintes aportes

tedricos:

Registro das representacdes semidticas de Raymond Duval (1995); Teoria das Situacoes
Didaticas de Guy Brousseau (1986); Pensamento visuo — espacial resultante da percepcao
estudado por Costa (2002) e a Geometria Fractal de Mandelbrot (2004).

E assim, iniciamos apresentando o conceito de registro de representacdo semiotica de

Duval.
Registros de Representacdo Semidtica

As fungdes epistemoldgicas indicadas por Duval (1995) sdo assim justificadas:
Visualizacdo para a exploracdo heuristica de uma situagdo complexa;

Construcéo de configuracbes que pode ser trabalhada como um modelo, em que as ag0es
realizadas representadas e os resultados observados séo ligados aos objetos matematicos

representados;

Raciocinio, que é o processo que conduz para a prova e a explicagéo.



O mesmo autor ainda afirma que essas trés formas de processo cognitivo sdo
entrelagados para proficiéncia da geometria. Por outro lado, a heuristica dos problemas de
geometria refere — se a um registro espacial que da lugar a formas de interpretacao

autébnomas, e que Duval (1995) identifica quatro formas de apreensao:

1 — sequencial: ¢ solicitada nas tarefas de construcdo ou nas tarefas de descricao

com obetivo de reproduzir uma figura;
2 — perceptiva: € a interpretacdo das formas da figura em uma situacdo geomeétrica;

3 — discursiva: € a interpretacdo dos elementos da figura geométrica, levando em

consideracdo a rede semantica de propriedade do objeto.

4 — operatoria: esta centrada nas modificacGes possiveis de uma figura de partida e

na reorganizacao perceptiva que essas modificagdes sugerem.

A resolugdo de problemas de geometria e a entrada na forma de raciocinio que essa
resolucéo exige, dependem da tomada de consciéncia da distin¢do das formas de apreensao
da figura. A apreensdo operatdria das figuras depende das modificacGes que a figura pode

sofrer, as quais sao classificadas por Duval (1995) da seguinte maneira:

Modificacdo Mereoldgica: a figura pode se separar em partes que sao subfiguras da figura

dada, fracionando — se a reagrupando — se, isto é, uma relacéo da parte e do todo;
Modificagdo Otica: é a tranformacdo de uma figura em outra considerando sua imagem.
Modificacdo Posicional: é o deslocamento em relagdo a um referencial.

Essas apreensdes operatorias, implicitamente estdo ligadas a duas propriedades dos
fractais que sdo: formacdo por repeticdo ou iteracoes e auto — semelhanga, que seréo as
propriedades trabalhadas na sequéncia didatica proposta. Por esse pressuposto acredita-se

possivel responder a questdo acima colocada.
Teoria do Caos e a Geometria fractal

Gleick (1989) conta que, no ano de 1956, no Departamento de Meteorologia do
Boston Tec, hoje conhecido como MIT (Instituto de Tecnologia de Massachusetts), o
meteorologista e matematico norte-americano Edward Norton Lorenz desenvolveu um

modelo computacional para fazer previsdes do tempo que consistia em interagir doze



equacBes matematicas, equagdes estas que expressavam as relagdes entre temperatura e
pressdo, pressdo e velocidade do vento. Lorenz, utilizando seu velho e barulhento
computador, um Royal McBee comecou a fazer observacOes e ligacdes entre essas tais
equacOes gerando varias sequéncias numeéricas onde o resultado de uma alimentava a outra
com a finalidade de gerar padrbes que justificassem as alteragBes climéaticas. Querendo
poder prever o tempo através de um sistema dindmico computacional, Lorenz descobriu
que pequenas mudancas ou pequenos erros nessas iteracdes matematicas produziam efeitos
completamente desproporcionais. Para que fosse mais facil a observacao, gerou um gréafico

simples e comegou a evidenciar os padrdes gerados por essas sequéncias.

Segundo este autor, em certo dia, cansado de seus estudos, desligou-se de seu
computador e foi dar uma volta, ao retornar observou um desenho estranho gerado pelo
grafico e desconfiou, achando que pudesse ser problemas eletrdnicos, pois havia gerado
uma nova sequéncia, o que deveria ter sido uma repeticdo da anterior. Tdo assustado,
Lorenz copiou 0s nameros e tentou fazer a iteracdo sem o auxilio de seu computador e
chegou a mesma concluséo, pdde observar que a sequéncia se comportava de forma
estranha, diferente do previsto. Em seu livro, Gleick (1989) conta que em certo ponto do
gréafico as curvas das sequéncias nao batiam, ele viu seu computador de previsdo do tempo
produzir padrbes que se distanciavam cada vez mais até que toda semelhanca
desaparecesse, algo que estava extremamente organizado gerava padrdes desordenados. A
partir dos resultados desse modelo, novas questdes foram levantadas, novos resultados e

conclusoes foram obtidos.

Com isso se inicia uma nova ciéncia, a Unica que poderia explicar como certas
modificagdes em um determinado evento poderiam resultar em estranhos acontecimentos
no futuro, o que mais tarde Lorenz o intitulou de Efeito Borboleta, que deu origem ao seu
artigo Predictability: Does de Flap of a Butterfly’'s Wings in Brasil Set off a Tornado in

Texas?, publicado em 1972 pela Academia Americana para o Avanco da Ciéncia.

Lorenz deu esse nome a sua descoberta, pois justifica que algo insignificante pode
trazer modificacOes extraordinarias no tempo, como o bater de asas de uma borboleta aqui
no Brasil, com o tempo as ondas geradas pelo giro de suas asas poderdo causar algo

imprevisivel, um furacdo, por exemplo, em um lugar muito distante como o Texas.



Observando novos estudos o autor conclui, de que a Teoria do Caos ndo é apenas
um conceito Unico de desordem de um sistema, ele se preocupa em definir os sistemas ndo
periddicos que ocorrem na nossa sociedade, como a movimentacdo dos fluidos, as
variacdes financeiras, as transformacdes meteoroldgicas, o processo ensino-aprendizagem,

dentre outros.

Um estudo considerado importante no campo da Teoria do Caos é o que diz
respeito a Natureza. Segundo Carvalho (1986), as imagens de florestas e tudo o mais que
nos vém a mente quando pensamos na natureza, sdo geralmente absorvidas com a visao do
todo, pois, ignoramos, muitas vezes, suas partes, seus pedagos. Ao nos darmos conta dos
detalhes, estaremos encarando a natureza de modo diferente, comecamos a perceber suas
formas tao intrinsecas, seus padrdes irregulares e fragmentados, que podem ser descritos de
forma considerada adequada pelos objetos da Geometria da Natureza que é a Geometria

dos Fragmentos, também denominada de Geometria Fractal.

Ainda de acordo com Carvalho (1986) Geometria Fractal € uma nova linguagem
criada pelo matematico polonés Benoit Mandelbrot, no comec¢o da década de cinquenta,
apos observar padrfes surgidos em diversas areas de estudo e de pesquisa tais como a
estrutura do ruido nas comunicacdes telefénicas, a flutuacdo dos precos nas operacdes de

mercado e o estudo empirico da geometria dos litorais.
A Geometria Fractal

Como mencionado anteriormente, um conceito importante ligado a Teoria do Caos
é a Geometria Fractal. Ela é considerada, assim como a Geometria Esférica e Hiperbolica,
ndo Euclidiana. Geometria ndo Euclidiana é toda geometria que ndo inclui entre seus
axiomas o postulado das paralelas, que consiste em: se um segmento de reta intercepta
duas retas (no mesmo plano), de modo que um dos pares dos angulos colaterais internos
tem soma inferior a dois angulos retos, entdo as retas quando prolongadas
suficientemente, se cortam do lado em que se encontram os referidos angulos colaterais

internos.

Durante séculos vinha-se tomando como base de estudo e pesquisa a Geometria
Euclidiana, por serem apenas utilizadas figuras geométricas regulares, onde os antigos
acreditavam que fossem as formas do universo. Hoje se pode provar o contrario com essa

nova geometria, a Geometria da Natureza.



Esse nome, fractal, foi dado por Mandelbrot em 1957 com a finalidade de justificar

suas formas. Fractal vem do latim fractus que significa fragmento ou pedago.

As imagens fractais sdo caracterizadas por repetir um determinado padrdo com
constantes variacdes. As suas propriedades sdo auto-semelhanca, complexidade infinita e
dimensdo. A Geometria Fractal segundo Janos (2009) é uma linguagem matematica que

descreve, analisa e modela as formas encontradas na natureza.
Entendemos entéo as suas propriedades com as seguintes caracteristicas:

e Auto-semelhanca é a simetria através das escalas, ou seja, a menor parte de um

fractal se assemelha com o todo.

e Complexidade Infinita ocorre nos fractais pelas imagens serem formadas por

infinitas iteracdes de equacGes matematicas.

e Dimenséo fractal é o grau de ocupacdo do seu espa¢o, sem se importar com o todo
como na geometria euclidiana; é considerado também como o grau de

irregularidade que a figura possui.

Para explicar melhor a definicdo de dimensdo fractal, Mandelbrot (apud Gleick,

1989, p.92), utilizou o seguinte exemplo:

Qual é a dimenséo de um novelo de fio? Mandelbrot respondeu que isso depende
do ponto de vista. Visto de grande distdncia, o novelo ndo € mais do que um
ponto, com dimensdo zero. Visto mais de perto, o novelo parece ocupar um
espaco periférico, assumindo assim trés dimensfes. Visto ainda mais de perto, o
fio torna-se visivel, e o objeto torna-se de fato unidimensional, ainda que essa
dimensdo Unica se enovele em volta de si mesma de tal forma que ocupa um
espaco tridimensional. A nogdo de quantos nimeros sd0 necessarios para
especificar um ponto continua a ser Util. De muito longe, ndo é preciso nenhum -
0 ponto é a Unica coisa que existe. Mais perto, sdo precisos trés. Mais perto
ainda, um ¢é suficiente - qualquer posi¢do especifica ao longo do fio € Unica, por
muito que o fio esteja enovelado. (GLEICK, 1989, p.92)

Neste sentido, a ciéncia dos fractais apresenta estruturas geométricas de grande
complexidade e beleza infinita ligada as formas da natureza, ao desenvolvimento da vida e
a compreensdo do universo. A seguir, apresentaremos alguns exemplos de fractais

utilizados no desenvolvido do trabalho.
Exemplos de Fractais

Triangulo de Sierpinsk



Em 1915, Waclaw Sierpinsk, definiu um triangulo onde a partir de um
tridngulo equilatero atraves de um processo recursivo o divide em infinitos triangulos.
(JANOS, 2009, p. 291)
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(Figura 1)®

Comecando por um triangulo equilatero qualquer, determina-se os pontos médios
de cada lado e ligando-os serdo gerados quatro novos triangulos, apos, retira-se o triangulo

central. A recursdo ocorre repetindo varias vezes esse processo.
Curva de Koch

A curva de Koch é gerada a partir de um triangulo equilatero, onde cada lado do
triangulo deveré ser dividido em trés partes e acrescido um novo tridngulo com um tergo
do tanho e assim sucessivamente. (JANOS, 2009, p.290)
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Os Fractais na Natureza

Os fractais estdo presentes na natureza em diversos lugares como nas

nuvens, nos litorais, em alguns vegetais e até mesmo nos seres Vivos.

* Cesta de Sierpinski — (JANOS, 2009, p.291)

*1lha de Koch — (JANOS, 2009, p.290)



Samambaia Fractal

(Figura 3)°

Visualizagdo (Desenvolvimento visuo - espacial)

Para Costa (2002) o Pensamento Geométrico trabalha com imagens tanto pensadas
de experiéncias interiorizadas do mundo, gquanto construcdes mentais sobre ele. Esse
componente envolve o pensamento visuo—espacial, que a mesma autora define como o
conjunto de processos cognitivos para 0s quais as representacdes mentais para objetos
espaciais ou visuais, relacbes e transformacfes podem ser construidas, manipuladas e

codificadas em termos verbais ou mistas.

Costa (2002) aponta trés modos distintos do pensamento visual:

e Pensamento visuo — espacial resultante da percepcéo, pensamento global:

operacg0es intelectuais sobre o material perceptivo — sensorial, de memoria.

e Pensamento visuo - espacial resultante da manipulacdo de imagens e da
construcdo mental de relacbes entre as imagens, pensamento dinamico:
operacdes intelectuais relacionadas com a manipulagéo, transformacdo de ideias,

conceitos e modelos.

e Pensamento visual resultante da exteriorizacdo do pensamento: operacfes
relacionadas com representacdo, tradugdo e comunicacdo de ideias, conceitos e

métodos.

Como o objetivo desse artigo é trabalhar a Geometria Fractal para propiciar o

desenvolvimento visuo — espacial resultante da percepcao, nos atentaremos apenas a ele.

Pensamento visuo—espacial resultante da percepcéo (Pensamento Global)

> Samabaia Fractal — (JANOS, 2009, p.298)



Pensamento visuo—espacial resultante da percepcdo, segundo Costa (2002),
poderd ser construido pelo sujeito partindo de sensacdes e utilizando a informacéo

adquirida com a experiéncia. Ela ainda afirma que:

(...) esse modo de pensamento envolve experiéncias de concentracdo mental, de
controle e de observagdo. As experiéncias de observagdo que envolvem
percepcdo e interpretacdo, sdo medicBes que dependem da experiéncia passada,
de aspectos especificos de nossa cultura, portanto, o que vemos, depende do que
trazemos a situacdo (COSTA,2002, p.264).

Para que esse modo de pensamento seja desenvolvido, a mesma autora afirma
que devem ser trabalhados varios precessos mentais associados, tais como: intuicdes
primarias, construcdes de imagens, re-apresentacfes de imagens, reconhecimentos visuais,
interpretacdes, identificacbes de objetos, apreensdo global de uma representacdo
geométrica, memorizacdo de uma exposicdo logica, geracdo de conceitos, iteraches e as

primeiras inferéncias intuitivas.

Método

Com base nos pressupostos apresentados, foi construida uma sequéncia
didatica, alicercada na Teoria das Situacfes Didaticas estudada por Guy Brousseau, cujo
foco sdo as situacdes didaticas definidas com um conjunto de relacbes explicitas e/ou
implicitas estabelecidas entre os educandos, um meio e o professor, no caso o pesquisador,
com o objetivo de que os educandos pudessem adquirir um saber constiuido, propiciando a
vivéncia de acdo, formulagéo, validacdo e institucionalizagdo do novo saber em questdo, a

Geometria Fractal a luz dos registros de representacdo semidtica de Duval.

Para a pesquisa 21 alunos foram sujeitos, com idade entre 11 e 12 anos,
matriculados no 7° ano (62 série), do Ensino Fundamental de uma escola da rede privada da
cidade de Ribeirdo Preto. Foram feitos 3 grupos de sete alunos, entitulados neste artigo
como grupo A, grupo B e grupo C, escolhidos de forma aleatoria, sem uma caracteristica

especifica.

As atividades se desenvolveram no decorrer da aplicacdo da sequéncia didatica,
em um processo de aprendizado através de observacgdo, construcao, discussao, associacao
dos registros de representacdo e o conceito de padrdo. Essa sequéncia é composta de 3
sessOes de 50 minutos focando o0s seguintes aspectos:



o Reconhecimento de figuras regulares e irregulares;
o Atividade de construcdo geométrica;
o A utilizacéo do ladico como processo avaliativo.
Para isso foram desenvolvidas as seguintes atividades:

1 — Reconhecimento das figuras geométricas

Foi distribuido um kit com varios objetos (clips, bolinha de papel, lapis, laranja,
solidos geométricos e um tangram) para classifica-los da forma que acharem pertinentes e

justificar a classificacéo.

Espera—se com essa atividade que 0s sujeitos da pesquisa observem se encontram
alguma caracteristica comum entre os objetos, se conseguem fazer alguma relacdo com os

padrdes fractais ou apenas relacionam com a geometria euclidiana.

Resultados da atividade |

Os grupos, sem nenhuma distin¢do, relacionaram pelas formas, como por exemplo:
O grupo A separou com o seguinte critério:

Laranja, bolinha de papel e esfera formavam um conjunto que chamaram de
“redondinhos”. Fizeram a mesma coisa com 0s outros objetos. O Unico conjunto que

chamaram de unitario foi o clips, por ndo se assemelhar com nenhum outro.
O mesmo aconteceu com 0S outros grupos.

Na segunda atividade foi desenvolvido o Triangulo de Sierpinski. Estipulamos
como objetivo a construcdo do tridngulo de Sirpinski com a utilizacdo de lapis, régua,

compasso e lapis de cor.
Foi distribuido o segundo kit contendo esses objetos.

O objetivo dessa atividade era de demonstrar padrdes existentes nas figuras

aumentando—as ou diminuindo—as.

Junto ao kit foi entregue uma ficha com os passos para a construcdo do Triangulo

de Sierpinski até a iteracdo 3:



1 —com o auxilio do compasso, construa um tridngulo equiléatero de lado 10 cm;
2 — determine os pontos médios de cada lado
3 — ligue os pontos medios para a construcdo do proximo triangulo e pinte — o;

4 — repita os itens 2 e 3 em todos os triangulos construidos na figura e pinte os que

ficarem ao centro.
Resultados da Atividade 11

Grupo A: apresentou facilidade na construcdo do triangulo e demonstraram
interesse em fazer um maior para verificarem se quanto maior for o tridngulo mais
tridangulos menores eles encontrardo. Alguns alunos do grupo A, ainda comecaram a

levantar questdes sobre proporcionalidade.

Grupo B: dois alunos sentiram dificuldade na construcdo do triangulo equilatero
com a utilizacdo do compasso, mais 0s outros auxiliaram e concluiram a atividade com

éxito.

Grupo C: ndo apresentou dificuldades na construcdo. Alguns estudantes ainda
fizeram uma correspondéncia com a atividade anterior dizendo que se estivesse esse

triangulo no kit I, eles colocariam junto ao tangram por se tratar de uma figura plana.

Quando fizeram esse questionamento o Aluno X do Grupo A disse que néo
colocaria junto com o tangram e sim com a bolinha de papel, todos do grupo incluindo os

outros assustaram e perguntaram o motivo, pois nem a forma era igual.
O Aluno X justificou:

- olha professor, se eu fizer o desenho da bolinha como eu fiz com o triangulo e

tirar esses espagos eu também vou ter mais bolinhas, como aconteceu com o meu triangulo.

Alguns alunos do grupo A concordou com a ideia e apoiaram Aluno X, mais outros
alunos de outro grupo disseram ndo conseguir visualizar o ele disse, até Aluno X

representar a partir de um desenho para que todos pudessem compreender.



Concluimos que nesse momento as modificagbes propostas por Duval (1995),
foram compreendidas no momento em que Aluno X comecgou a observar as propriedades

relacionadas aos fractais, no caso auto — semelhanca.

Como a discussdo estava cada vez mais interessante, antes da Atividade Ill, foi
proposto para que cada grupo fizesse outro desenho com a mesma caracteristica desse

triangulo, obtendo resultados interessantes.
Apds esses questionamentos foi explicada a definicdo de Fractais.

A terceira atividade foi o0 jogo a corrida do tangram. O jogo foi composto pelos trés
grupos A, B e C, com a finalidade de auxilio na concentracéo, de controle e de observagéo,
validando assim, o desenvolvimento visuo—espacial.

Primeiro as criangas memorizaram 2 (duas) figuras fractais uma de cada vez, dando
alguns segundos para a memorizacdo de cada uma delas. Uma das figuras € o triangulo de
Sierpinski que ja tinha sido construido e a outra segue 0 mesmo processo de interagdo, mas

com quadrados, como mostra a imagem abaixo:

As criangas construiram essas imagens utilizando todas as pecas do tangram do
grupo.

Cada imagem foi construida em um local pré determinado pelo pesquisador. Cada

grupo estava devidamente afastado do outro



Em cada imagem construida, as criangas chamaram o pesquisador para a
verificacdo, e sO puderam trabalhar na segunda imagem caso a primeira esteja

corretamente montada.

Ganhou o0 jogo a equipe que montou a Ultima imagem corretamente no local

especificado momentos antes de se iniciar o jogo.

Resultados da Atividade |11

A aceitacdo do jogo foi unanime, todos os grupos disseram que poderiam ter
atividades como essa em sala de aula frequentemente, pois afirmaram que aprenderam

brincando.

Aluna 1 do grupo B, disse que a partir daquele momento as imagens fractais

comecariam a fazer parte da vida dela.

Concluimos que nessa atividade os alunos compreenderam o significado de
fractal e atingiram 0 objetivo proposto que era memorizar e construir a imagem,

contribuindo para o desenvolvimento visuo—espacial.

Considerac0es Finais



No inicio os alunos estavam meio timidos em se tratando de uma atividade
nova, mas atingiram todos os objetivos principalmente quando foi proposta a ultima
atividade, onde eles teriam que memorizar as imagens apenas em alguns segundos e

reproduzi—las com o auxilio do tangram.

Dos 21 sujeitos, apenas 5 tiveram dificuldade na memorizacdo das imagens,
pois justificaram que o tempo dado (15 segundos para cada imagem) foi pouco e a
distancia para a construcdo das imagens muito longa. Segundo laudos mantidos em sigilo
pela Instiuicdo, 4 desses 5 sujeitos possui algum tipo de transtorno de aprendizagem triado
por psicopedagogos ou neurologistas, o outro faltou na segunda sessdo, cuja atividade era a

construcdo do fractal.

De acordo com o desempenho dos alunos no decorrer da aplicacdo da sequéncia
constatamos que eles terminaram as atividades conseguindo associar os diferentes tipos de
registros de representacdo semidtica, e que a mesma propriciou no desenvolvimento visuo—

espacial.
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