O Uso de Arvores de Possibilidades — Com e Sem
Recurso Tecnologico — No Ensino da Combinatoria

Com Alunos dos Anos Iniciais de Escolarizacao

Juliana Azevedo. *

Rute Elizabete de Souza Rosa Borba?

RESUMO

O presente trabalho objetiva analisar como a construgdo de arvores de possibilidades pode auxiliar na
compreensdo de problemas combinatorios, a partir do uso ou ndo de um recurso tecnoldgico, no caso o
Software Arbol, que auxilia na construgio de arvores de possibilidades. Acredita-se que a contribuicdo
gerada por este estudo trard grandes beneficios ao ensino e aprendizagem de um conceito ainda pouco
abordado nos anos iniciais de escolariza¢do — a Combinatoria. Assim, pretende-se que o acesso de alunos dos
anos iniciais de escolarizacdo a um software — em particular o Arbol — possa promover progressos em
Combinatdria, fazendo com que a tecnologia seja favoravel a construcdo desse conhecimento.

Palavras-chaves: Software educativo, Raciocinio combinatério, Anos iniciais de escolarizacéo.

1 JUSTIFICATIVA

No ensino atual da Matematica ha posturas adotadas que defendem esta disciplina
como sendo muito rica na possibilidade de desenvolvimento do raciocinio 16gico-dedutivo
dos alunos. Além disso, — como apontado nos Parametros Curriculares Nacionais — PCNs
(BRASIL, 1997, p. 24), a Matematica possibilita despertar no aluno a curiosidade na
aprendizagem, e instiga a capacidade de generalizacdo. Infelizmente esta ndo tem sido a
postura de alguns professores que ndo tém buscado estratégias de ensino que estimulem o
desenvolvimento matematico de seus alunos.

A construgdo de conhecimentos matematicos pode se dar com o auxilio de diferentes
recursos, como a resolucdo de problemas, as tecnologias da informacéo e os jogos, dentre
outros. A utilizacdo de recursos e estratégias de ensino variadas visa facilitar os processos
de ensino e aprendizagem da Matematica. Uma dessas estratégias € a utilizagdo do
computador como um recurso facilitador da aprendizagem.

Leite, Pessoa, Ferraz e Borba (2009) afirmam que recursos tecnologicos — tal como o
computador — motivam os alunos e instituem novas formas de aprendizagem por meio de

linguagem préxima a dos alunos e com possibilidade do aluno obter retorno imediato, ndo
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dependendo sempre da aprovacdo do professor. Além disso, com o uso da tecnologia, ha
possibilidade dos alunos avangarem em seus proprios ritmos.

Espera-se entdo, que a motivacédo e a novidade gerada pela utilizacdo do computador
favorecam o aprendizado da Matematica, mais especificamente, da construcdo do
raciocinio combinatério, uma vez que, apesar dos Parametros Curriculares Nacionais —
PCNs (BRASIL, 1997) indicarem o aprendizado da Combinatéria desde 0s anos iniciais do
Ensino Fundamental, este conhecimento s6 ganha maior espaco na sala de aula no Ensino
Médio.

Neste ambito vém sendo desenvolvidas pesquisas que orientam o professor a
importancia do aprendizado da Combinatéria 0 quanto antes, pois, questdes vistas desde 0s
anos iniciais de escolarizacdo, sdo mais facilmente compreendidas posteriormente quando
retratadas através das férmulas, uma vez que, segundo Vergnaud (1986), certos conceitos
desenvolvem-se durante um periodo de tempo maior que outros, iniciando-se no momento
inicial de escolarizacéo e indo até a ocasido do Ensino Médio, aproximadamente. Além de
desenvolvimentos longos, ndo se pode perder de vista que conceitos sdo articulados entre
si, sendo esta inter-relacdo de conceitos, denominado por Vergnaud (1986) de campos
conceituais.

Vergnaud (1996, p. 167) considera um campo conceitual

[...] como um conjunto de situagdes. Por exemplo, para o campo conceitual das
estruturas aditivas, o conjunto das situacBes que exigem uma adi¢do, uma
subtracdo ou uma combinacdo destas duas operacBes e, para as estruturas
multiplicativas, o conjunto das situa¢fes que exigem uma multiplicacdo, uma
divisdo ou uma combinacdo destas duas operacBes. A primeira vantagem desta
abordagem pelas situacBes € permitir gerar uma classificacdo que assenta na
analise das tarefas cognitivas e dos procedimentos que podem ser postos em jogo
em cada uma delas.

Portanto, este trabalho visa testar, a luz da Teoria dos Campos Conceituais de Gérard
Vergnaud, um software educativo no que se refere ao ensino da Combinatéria para alunos
dos anos iniciais de escolarizacéo.

Para que isto aconteca, 0s alunos experimentardo multiplas possibilidades de
resolucéo, refletindo sobre os conceitos e estabelecendo relagdes entre 0s mesmos para que
desenvolva ricas aprendizagens. Com a utilizacdo do software, pretende-se incluir a

tecnologia a favor da construgdo do raciocinio combinatério.



2 REVISAO DA LITERATURA
2.1  Softwares educativos:

O computador atua hoje na sociedade de forma bastante diversificada — em
usos pessoais e coletivos, profissionais e de lazer, dentre outros. Este recurso tecnologico
também vem sendo utilizado cada vez mais no ambito educativo, pois com ele se pode
pesquisar sobre qualquer area do conhecimento e encontrar discussdes tedricas e préaticas
quanto ao ensino e a aprendizagem. Sendo assim, alguns professores atualmente vém
sendo capacitados, na formacao inicial e em formac@es continuadas, a trabalhar com esse
recurso inovador.

No EDUTECNET — Rede de Educacao e Tecnologia, enfatiza-se que

O computador pode ser usado também como ferramenta educacional. [...]
[Portanto,] o computador ndo é mais o instrumento que ensina o aprendiz, mas a
ferramenta com a qual o aluno desenvolve algo, e, portanto, o aprendizado
ocorre pelo fato de estar executando uma tarefa por intermédio do computador
(VALENTE, 2010)

O uso de computador pode facilitar e dar subsidios, através do auxilio da tecnologia,
na resolucdo de problemas propostos, possibilitando, assim, o desenvolvimento conceitual.
Isto porque o aprendizado por computador tem grande potencial, € um recurso presente na
vida de muitos estudantes e, como afirmam Leite, Pessoa, Ferraz ¢ Borba (2009), “a
tecnologia faz parte da vida do aluno, ¢ um bem social e ndo pode, nem deve ser negada”.

Para que se possa trabalhar com o computador e com o recurso do software
educativo, ndo somente no campo da Matematica, mas também de outras areas do
conhecimento, é necessario que haja algumas preocupacfes no que diz respeito a certos
aspectos que, segundo Gomes, Castro Filho, Gitirana, Spinillo, Alves, Melo e Ximenes
(2002, p. 2), sdo importantes como: “consisténcia da representacdo, usabilidade, qualidade
da interface, qualidade do feedback”. Dessa forma, ¢ importante verificar o funcionamento
do recurso, bem como adequacGes ao publico-alvo, ou seja, observar 0s aspectos
pedagogicos que estdo pautados na resolugdo e nivel dos exercicios, no manuseio e na
qualidade do software, do som e da imagem, o alcance de objetivos propostos e a
contribuicdo para aprendizagem do contetdo, dentre outros.

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1997) afirmam que cabe ao
professor escolher o software em fungdo da construcdo do conhecimento objetivado para
os alunos. Além disso, também deve ser analisada a qualidade do software escolhido.

Pode-se afirmar que, verificando tais critérios e obtendo um resultado satisfatorio, o

software educativo faz com que criancas dos anos iniciais de escolariza¢do facam uso de



um recurso manipulativo, como enfatiza Gitirana (2009) os softwares educacionais podem
potencializar o aprendizado provendo ‘“alunos ¢ professores com objetos virtuais
manipulaveis que possibilitam os alunos a pensarem sobre elementos da matematica” (p.
239) causando desta forma um diferencial para o seu ensino.

Sendo assim, através de um recurso cada vez mais presente na sociedade — o
computador — pretende-se que as criangas atinjam o objetivo do aprendizado proposto a

partir de um recurso inovador — o software educativo.

2.2 Raciocinio Combinatério

A Combinatoria é um ramo da Matematica caracterizado como um tipo de contagem
baseada no raciocinio multiplicativo. Esse conhecimento matematico é trabalhado de modo
explicito e sistematico no Ensino Médio, apesar das indicagdes dos PCNs apontarem a
necessidade de serem trabalhados desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. Sendo
assim, ha uma préatica na qual nos anos iniciais de escolarizacdo é trabalhado apenas um
tipo de problema combinatério e, somente no Ensino Médio, 0s outros tipos séo
trabalhados.

Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) afirmam que os problemas de

Combinatdria podem ser usados

[...] para treinar os alunos na contagem, fazendo conjeturas, generalizacdo e
pensamento sistematico, que pode contribuir para o desenvolvimento de muitos
conceitos, tais como as relagfes de equivaléncia e ordem, fungdo, amostra, etc.
[...] No entanto, a combinatoria é um campo que a maioria dos alunos encontra
muita dificuldade. Dois passos fundamentais para tornar o aprendizado deste
assunto mais facil é compreender a natureza dos erros dos alunos na resolucéo de
problemas combinatérios e identificar as variaveis que podem influenciar esta
dificuldade.

Deste modo, € importante que, desde 0s anos iniciais de escolarizagéo, todos os tipos
de problemas combinatérios sejam vistos de maneira simultanea, pois com o conhecimento
desenvolvido desta forma, os erros e as dificuldades apresentadas ja poderdo ter sido
superados no momento do aprendizado sisteméatico oferecido por ocasido do Ensino
Médio.

Além disso, de acordo com a Teoria dos Campos Conceituais, proposta por
Vergnaud (1986), os conceitos se inter-relacionam e os que possuem maior proximidade
devem ser trabalhados ao mesmo tempo. Sendo assim, os problemas combinatorios devem

ser vistos em conjunto, uma vez que fazem parte de um mesmo Campo Conceitual.



Vergnaud (1986) aponta ainda que cada conceito ampara-se em trés dimensdes
fundamentais: as situacdes que d&o significado ao conceito (S); as relacOes e propriedades
invariantes desse conceito (I) e as representacfes simbolicas — desenhos, tabelas, arvores
de possibilidades e formulas dentre outras — que sdo usadas para representar 0 conceito
(R).

Baseadas na Teoria dos Campos Conceituais, Pessoa e Borba (2007) classificam os
problemas de Combinatéria em:

e Produto Cartesiano: [...] o problema envolve dois (ou mais) conjuntos bésicos,
mais um outro conjunto, que é formado pela combinacédo de cada elemento de um
conjunto basico, com cada elemento do(s) outro(s) conjunto(s) basico(s).

Ex: Maria tem 3 saias e 5 blusas. Quantos trajes diferentes ela pode formar
combinando todas as saias com todas as blusas?

e Permutacdo: Dados n elementos distintos, chama-se permutacdo simples desses
elementos cada uma das maneiras de ordena-los.

Ex: Calcule o nimero de anagramas da palavra AMOR.

e Combinacgdo: Dados n elementos distintos, chama-se combinacdo simples de
ordem p cada maneira de escolher p elementos entre eles, com p <n.

Ex: Trés alunos (Mério, Raul e Janior) participam de um concurso em que serao
sorteadas duas bicicletas. Quantos resultados diferentes podem ser obtidos no
concurso, sabendo que cada um dos trés alunos s6 podera ser sorteado uma vez?

e Arranjo: Consideremos n elementos distintos. Chama-se arranjo simples de ordem
p cada maneira de escolher e ordenar p elementos entre eles (p < n).

Ex: Para representante da turma da sala de aula candidataram-se 3 pessoas. (Joana,
Mario e Vitoria). De quantas maneiras diferentes poderdo ser escolhidos o

representante e o vive representante?

Entende-se que, matematicamente falando, Permutacdo &€ um caso particular do
Arranjo, porém, sob o ponto de vista psicolégico, como sugere Vergnaud, os dois
problemas sdo diferentes, uma vez que os invariantes mobilizados s&o distintos. Desta
forma, as questdes de Combinatoria sdo especialmente desafiadoras, uma vez que
possibilitam a utilizacdo de vérias estratégias de resolucdo, para a solucdo de problemas

com distintas mobilizacbes relacionais. Tais estratégias estimulam a criatividade dos



alunos e incentivam a resolucdo do problema através de desenhos, por exemplo. Assim,

Ferraz (2006) alega que:

No ambito da educacdo matematica, é essencial que o educador oportunize o
exercicio da criatividade, a adocdo de estratégias diversificadas na resolucdo de
problemas, incentivando o uso de esquemas graficos de organizacdo (aqui
entendidos como desenhos, diagramas, tabelas, arvores etc.), proprios de cada
situacéo e de acordo com o entendimento de cada individuo.

Portanto, para que os problemas combinatorios sejam apreendidos mais facilmente
por alunos desde seus anos iniciais de escolarizacdo é importante que o professor viabilize
0 estudo deste tipo de problema e permita que seu aluno utilize os diversos tipos de
estratégias para resolvé-los.

2.3 Softwares Educativos em Raciocinio Combinatorio

Na Matematica, dentre diversos assuntos abordados, um em especial — a
Combinatéria - pode ser trabalhado fazendo o uso de ferramentas variadas. Dentre o0s
variados recursos que possibilitam explorar o conteddo e desenvolver seus conceitos tém-
se os softwares educativos.

Visto que os softwares podem ser uma proposta e um recurso complementar ao
ensino da Matematica e que podemos utiliza-los para a resolucdo de problemas
matematicos ligados diretamente ao raciocinio combinatorio, 0s mesmos poderdo
proporcionar diversas situacdes que estdo presentes num determinado conteldo do campo
conceitual estudado.

Quando ¢é trabalhado algum contetdo, especialmente a Combinatdria, utilizando este
recurso, o aluno pode aprimorar conceitos ja em construcdo, pode manusear, de maneira
exploratoria, conceitos ainda ndo desenvolvidos, estimulando, assim, seu raciocinio,
fazendo relagdes do conteudo visto em sala de aula com o seu dia-a-dia, buscando debater
com o professor o porqué dos acontecimentos, dentre outros aspectos. O aluno podera
também fazer algumas relacBes hipotéticas nas quais ele, ao utilizar um recurso
tecnoldgico, pode se deparar com situagdes que exijam fazer certas articulagcdes entre o
intuitivo e o concreto. Assim, o aluno, por exemplo, através do uso da tecnologia, podera
manusear quase concretamente as situagoes.

Entretanto, mesmo sabendo da importancia do uso de softwares e que algumas
consideragdes precisam ser vistas antes do seu uso com os alunos, ainda é considerada
escassa a producdo de softwares voltados para o Ensino Fundamental e, principalmente, a

respeito da Combinatdria. Uma vez que esta, geralmente, € estimulada ou vista em sala de



aula, somente no Ensino Médio por meio de uso direto de formulas ou apenas rapidamente
no fim do 2° ciclo — quarto e quinto ano — do Ensino Fundamental de maneira nédo
sistematica.

Portanto, pode-se afirmar que os softwares educativos em raciocinio combinatério
sdo poucos. Nos sites governamentais como os do Ministério da Educacdo — MEC, do
Governo do Estado de Pernambuco, da Prefeitura do Recife, encontra-se, apenas no site do
MEC, softwares voltados a parte da Combinatéria ditada como valida apenas para alunos
do Ensino Médio, utilizando, portanto, uma linguagem voltada para as formulas
apresentadas aos alunos nesse nivel de escolarizacéo.

A partir dos estudos anteriores de Leite, Pessoa, Ferraz e Borba (2009) e Ferraz,
Borba e Azevedo (2010) foi possivel localizar o software Arbol. Este software, através do
diagrama de arvore de possibilidades, favorece a aplicacdo com criancas de nivel inicial de
escolarizacdo e fornece todas as maneiras de resolucdo, sejam elas validas ou ndo, em
todos os tipos de problemas (Produto Cartesiano, Combinacéo, Arranjo e Permutacao).
Entretanto, as autoras enfatizam que o software ndo apresenta feedback, assim como
apresenta dificuldades quanto a ndo visualizacdo de todas as possibilidades e quanto ao
idioma (espanhol).

Leite, Pessoa, Ferraz e Borba (2009) enfatizam que deve-se explorar “logo no inicio
da introducdo ao raciocinio combinatério, as representacdes para depois introduzir a
formalizagao [...]” oportunizando “[...] o uso de diferentes tipos de representagdes, como:
arvores de possibilidades, tabelas, forma pictorica, diagramas, etc, ao invés de propor
somente a formula como forma de representacao”.

Sendo assim, € importante que o software seja utilizado com sua base de
representacdo que antecede as formulas, aproveitando o carater ladico das suas

representacgdes.

3 OBJETIVOS
3.1 Geral:

Observar como a construcdo de arvores de possibilidades pode auxiliar na

compreensdo de problemas combinatorios.

3.2 Especificos:

e Comparar o desempenho de alunos de anos iniciais do Ensino Fundamental

quando auxiliados, ou n&o, por recurso tecnoldgico — no caso o software Arbol;



e Observar o desenvolvimento de estratégias ao longo das intervencfes e 0 uso
das mesmas ap0s estes processos;
e Analisar como o software educativo contribui para a construcdo do

conhecimento combinatorio.
4 METODO

O presente estudo sera realizado com 48 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental de
escolas da rede publica Municipal do Recife. Sera realizado inicialmente um pré-teste,
seguido de trés formas distintas de intervencdo e, finalmente, um pds-teste, que possa
avaliar os possiveis avancos obtidos atravées das intervencdes realizadas.

No pré-teste estardo contidos oito situacdes-problema de Combinatoria, sendo duas
questdes para cada tipo de problema: Produto Cartesiano, Arranjo, Combinacdo e
Permutacéo:

Produto Cartesiano:

1. Numa lanchonete ha trés tipos de suco (laranja, morango e abacaxi). Eles sao
servidos em copos de dois tamanhos (pequeno e grande). De quantas maneiras
diferentes pode-se tomar um suco de um sabor e um tamanho de copo?

2. Para entrar no parque de diversdes, Jodo pode passar por quatro portdes de entrada
(A, B, C e D). Depois que Jodo se divertir nos brinquedos do parque, ele podera ir
para casa passando por cinco saidas diferentes (E, F, G, H e J). De quantas maneiras
diferentes ele podera entrar e sair do parque?

Combinacao:

3. Na loja de bichos de estimacdo ha para vender trés animais (um cachorro, um
passarinho e um peixinho). Marcelo quer comprar dois bichinhos. De quantas
maneiras diferentes ele pode escolher dois bichinhos?

4. Marcia tem em casa sete frutas (mamé&o, manga, abacaxi, laranja, banana, maca e
uva) e quer fazer uma salada usando duas dessas frutas. De quantas maneiras
diferentes ela pode combinar essas frutas?

Arranjo:

5. Trés criancas (Pedro, Marcia e Léo) estdo disputando uma corrida no Play Station.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o 1° e 2° lugares?

6. Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar cinco letras
(X, Y, Z, K e W) e vai escrever duas letras em cada placa. Quantas sdo todas as
possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras se repitam?

Permutacao:

7. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?



8. Tenho quatro bolas nas cores verde, marrom, amarela e rosa. Comprei uma caixa
com quatro compartimentos e quero colocar cada bola em um desses
compartimentos. De quantas maneiras diferentes posso organizar a caixa?

No processo de intervencdo as questdes do pré-teste serdo usadas visando comparar
as respostas anteriores com o intuito de perceber o erro e o acerto das questdes. A partir
dos resultados encontrados no pré-teste realizado com 48 alunos, em duas escolas da Rede
Municipal de Ensino do Recife ou em duas salas de aula do 5° ano do Ensino Fundamental,
serdao emparelhados os acertos entre trés grupos distintos.

Sendo o primeiro grupo composto por 16 alunos que trabalhardo em duplas com o
software Arbol — no qual s&o construidas arvores de possibilidades; o segundo grupo tera
16 alunos que, também em duplas, construirdo arvores de possibilidades com lapis e papel;
0 terceiro grupo trard os outros 16 alunos que em duplas trabalhardo problemas
multiplicativos por meio de desenhos — que configuram uma forma de representacao
bastante utilizada nas resolugdes de questdes combinatdrias, assim, pretende-se incentivar
0 uso de desenho nas resolucdes de problemas multiplicativos visando encontrar neste
grupo, resolucdes por meio de desenhos nas questdes combinatdrias do pds-teste, ainda que
estas ndo tenham sido trabalhas com esses alunos.

Ap0s poucos dias do processo de intervencao, com os 48 alunos serdo aplicadas as
questdes referentes a um pds-teste imediato, objetivando verificar os avancos obtidos por

meio das intervencdes realizadas:

Produto Cartesiano:

1. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha) e duas saias (preta e
branca). De quantas maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas
blusas e uma de suas saias?

2. Para um teste de teatro estdo inscritos quatro meninos (Pedro, Rafael, Vinicius e
Guilherme) e seis meninas (Aline, Cecilia, Roberta, Caroline, Katia e Natalia).
Desses, apenas um menino e uma menina serdo selecionados. Quantos casais
diferentes podem ser escolhidos?

Combinagdo:
3. Uma escola tem quatro professores (Ricardo, Téania, Luiza e Rodrigo). Para o

passeio da escola serdo escolhidos dois professores para acompanhar os alunos. De
quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses dois professores?

4. Oito pessoas (Beatriz, Felipe, Joana, Carlos, Marcos, Fatima, George e Marina) se
cumprimentaram com aperto de mdo. Quantos apertos de mao entre pessoas
diferentes foram dados?



10

Arranjo:

5. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever numeros de dois algarismos
diferentes, usando os trés algarismos 2, 4 e 6 ?

6. A turma da terceira série quer eleger o representante e o0 vice-representante da
turma. Ha seis alunos (Luciana, Marcos, Priscila, Jodo, Talita e Diego) interessados
nesses cargos. De quantas maneiras diferentes estes alunos podem ser eleitos para
esses dois cargos (representante e vice-representante)?

Permutacao:

7. Gabriela ganhou um porta-j6ias com trés compartimentos. Ela possui um anel, um
colar e um par de brincos para guardar no seu novo porta-jéias. De quantas
maneiras diferentes ela poderé organizar suas joias?

8. Quatro torcedores irdo para um jogo de futebol (Renata, Isabel, Luciano e Ricardo).
De quantas maneiras diferentes eles podem se sentar em quatro cadeiras dispostas
lado a lado?

As questbes foram elaboradas de forma que a primeira questdo de cada tipo de
problema ndo gerasse resultados maiores que 8 (0ito) e a segunda questdo de cada tipo de
problema ndo gerasse resultados menores que 20 (vinte) nem maiores que 30 (trinta). Os
problemas foram apresentados na mesma ordem aleatdria para todos os participantes. Com
as ordens de grandezas controladas dessa forma pretende-se estimular que os alunos
observem as regularidades existentes nos problemas combinatorios, ndo havendo
necessidade de construir todos os ramos da arvore de possibilidades.

Acredita-se, deste modo, que a curta intervencdo prevista (um encontro) seja
suficiente para que os alunos ja expressem melhores desempenhos que os apresentados
inicialmente, uma vez que a compreensdo dos alunos acerca dos invariantes envolvidos nas
situagBes combinatdrias j& serd maior que na situacdo do pré-teste.

Oito semanas ap0s 0s processos de intervencao sera realizado um pds-teste posterior,
com questdes semelhantes as do pré e pds-teste imediato.

A andlise sera realizada em dois aspectos. Primeiramente sera realizada a analise
guantitativa das questdes acertadas pelos 48 alunos da pesquisa, diferenciando-se o
quantitativo das questdes acertadas no pré-teste e nos pos-testes (imediato e posterior),
comparando-se 0s acertos dos trés grupos distintos no processo de intervengéo.
Posteriormente sera realizada a andlise qualitativa referente ao acompanhamento das
duplas nos momentos de intervencdo, bem como as estratégias utilizadas pelos alunos na

resolucdo do pré-teste e dos pos-testes.
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