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RESUMO 

 
Este trabalho apresenta um estudo do comportamento assintótico das soluções de um sistema não 

linear de equações diferencias parciais que modela mistura de sólidos com mecanismos de dissipação 

não linear e lei de Fourier. Esse modelo é muito utilizado na engenharia de reservatórios para a 

modelagem matemática de fenômenos físicos como o escoamento e distribuição de calor no meio 

poroso. Usando a recente teoria de quase-estabilidade, provamos a existência de um atrator global 

regular com dimensão fractal finita, o qual é caracterizado como uma variedade instável do conjunto 

dos pontos estacionários. A quase-estabilidade do sistema é obtida por meio de uma estimativa de 

estabilidade que também implica a existência de um atrator exponencial generalizado. 
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INTRODUÇÃO 

 

Existem diversas aplicações da teoria de mistura de sólidos no campo das ciências 

biológicas, no campo da engenharia civil e na área da engenharia de reservatórios. Devido à 

formação e construção do meio poroso, ele possui problemáticas com alto nível de 

dificuldade. A complexidade se deve às características do reservatório (por exemplo, 

heterogeneidade de permeabilidade e anisotropia) ou ao processo de recuperação de óleo (por 

exemplo, ação capilar, gravidade e comportamento de fase) ou uma combinação de ambos. A 

interpretação cinemática, a construção das equações de balanço de massa e energia foi 

proposta pelos autores Contieri (1937), Flügge e Siegfried (1960) e Bowen (1980) onde houve a 

aplicação da teoria das misturas através da relação entre escoamento e deformação utilizando 

uma abordagem lagrangiana para o fluxo e analisando o comportamento de cada partícula do 

sólido. Foi definido que nessa teoria a propriedade de potencial químico é concedida a cada 

componente.  
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Para o caso especial em que o sólido é rígido e o fluido incompressível, restrições 

adicionais devem ser usadas ao deduzir as restrições termodinâmicas (BOWEN, 1980, p. 1129). 

 Um trabalho mais recente Chueshov e Lasiecka (2010), estudou o comportamento 

assintótico da solução para misturas dadas por 

 

   (1) 

 

 

onde as componentes tinham duas temperaturas diferentes. Os autores provaram o decaimento 

exponencial para uma classe genérica de materiais. No entanto, para condições restritas e 

considerando uma condição de contorno de Neumann, os autores concluíram que em geral, o 

sistema não é exponencialmente estável; eles provaram que a solução decai polinomialmente 

a uma taxa de   . Os autores também provaram que esta taxa é ótima para o modelo 

estudado. Usando condição de contorno de Dirichlet, eles provaram o decaimento polinomial 

com taxa de . 

Todavia, quando a temperatura apresenta um comportamento isotérmico, a presença 

de termos dissipativos no sistema acoplado são suficientes para obter o decaimento 

exponencial da energia do sistema. Esse foi o tema estudado por Quintanilla (2002) utilizando 

a teoria de Eringen (1994) e Cemal (1994) para deduzir o modelo de sólidos elásticos porosos 

no sistema abaixo: 

      (2) 

, 

onde   representam os termos dissipativos,  são 

variáveis dependentes que descrevem o deslocamento do fluido e do material. Usando o 

método da energia, o autor provou que a solução do sistema decai exponencialmente. 

É importante destacar que todos os modelos citados acima são lineares e discutem 

apenas a estabilidade exponencial e polinomial. No entanto, numerosos modelos que são 

representados por equações diferenciais parciais e descrevem os fenômenos físicos que 

aparecem na engenharia são não lineares.  Portanto é importante o estudo do comportamente 

assintótico (comportamente futuro) das soluções de tais modelos. Um ponto que verificamos 



 

 
 

que ainda não foi abordado na literatura é problemas de mistura de sólidos não lineares, 

considerando a transferência de calor, bem como a existência de atratores globais e 

exponenciais. Assim, o presente trabalho pretende ser uma nova contribuição a este assunto. 

Neste trabalho, consideramos o seguinte sistema que modela uma mistura de sólidos 

com damping não linear e lei de Fourier 

 

    (3) 

 

Aqui  e   representam as forças externas,   e  

são termos de fonte não-lineares. O sistemas (3) é completado com as condições contorno e 

iniciais: 

 

      (4) 

 

 

Onde o deslocamento de cada constituinte e a temperatura, são respectivamente:  

 

As densidades das massas são descritas por  e as constantes positivas   e  

são relacionadas às hipóteses da termoelasticidade. Para  as constantes  satisfaz a 

relação abaixo: 

           (5) 

O deslocamento dos componentes do sistema é influenciado pelo aumento de volume 

das partículas que tem origem na presença do fluxo térmico. A figura abaixo sinaliza o 

fenômeno: 

Figura 1: Representação da mistura sólida binária sob o efeito do fluxo de calor. 

 



 

 
 

Fonte: O autor 

 

O principal objetivo desse trabalho é analisar o comportamento assintótico do sistema 

dinâmico associado ao problema (3)-(4) bem como sua aplicação na engenharia. Mais 

especificamente, provamos a existência de um atrator global (entidades que descrevem a 

dinâmica assintótica desses sistemas que permitem prever o estado futuro dos sistemas) suave 

com dimensão fractal finita. Provamos também a estrutura geométrica do atrator, a saber, sua 

caracterização pela variedade instável do conjunto das soluções estacionárias do sistema. 

Finalmente, provamos a existência de um atrator exponencial generalizado.  

 

METODOLOGIA  

 

Para obter nossos resultados, utilizamos métodos recentes de quase-estabilidade 

desenvolvidos nos trabalhos de Chueshov e Lasiecka (2010) e Chueshov (2015).  A seguir, 

lembramos a definição de quase-estabilidade para sistemas dinâmicos dissipativos. 

     Suponhamos que X, Y e Z são espaços de Banach reflexivos com X compactamente 

imerso em Y. Assumimos que  o semigrupo  o semigrupo  definido em um espaço de fase 

 satisfaz as seguintes condições:  

•   

• A funções    possui a seguinte regularidade  

  

Definição: O sistema é dito quase-estável sobre um conjunto limitado invariante   , se 

existe uma seminorma compacta      definida no espaço   X   e funções escalares não 

negativas  e   sobre    tais que: 

•    e    são localmente limitadas em     ; 

•    possui a propriedade  

• para todo     e      as seguintes condições: 

 , 

 

são satisfeitas. Aqui denotamos     ,   .  



 

 
 

A quase-estabilidade do nosso sistema foi provada por meio de uma desigualdade técnica 

chamada de desigualdade de estabilidade. Com isso, a existência de atratores globais com 

dimensão fractal finita e suas propriedades de suavidade foram obtidas (veja Teorema 1 

abaixo). 

 

REFERENCIAL TEÓRICO 

 

 Assumimos as seguintes hipóteses com base no trabalho de Ma e Monteiro (2017):  

Hipóteses: 

a. As forças externas ; 

b. Existe uma função  tal que  

 

c. Existe  e  tal que 

 

d. Existem constantes  com 

 

Tal que  

 

Além disso, 

, 

e. Assumimos que  é uma função crescente com  e existe  

tal que  

 . 

        Para obter os resultados sobre a existência e unicidade de soluções, reescrevemos o 

sistema (3)-(4) em um problema de Cauchy equivalente e utilizamos a teoria clássica de 

semigrupos não lineares proposta por Chueshov e Lasiecka (2002). Graças a boa colocação do 

problema,  podemos definir o semigrupo solução . No estudo do comportamento 

assintótico do sistema, primeiro estabelecemos uma desigualdade bastante técnica, 

usualmente chamada de desigualdade de estabilidade que desempenha papel importante para 

provar a existência de atratores globais e suas propriedades. Essa desigualdade é dada no lema 

a seguir. 



 

 
 

Lema. Suponhamos que as hipóteses (a-e) sejam satisfeitas,  é um  conjunto limitado 

positivamente invariante e que )  sejam as soluções do 

sistema (3)-(4) com condições iniciais . Então existem constantes 

 tais que: 

    

onde  e  .  

Essa desigualdade implica a quase-estabilidade do sistema dinâmico . Em 

seguida, provamos que o sistema dinâmico  é gradiente e que o conjunto de seus 

pontos estacionários é limitado.  Portanto a existência de atrator global e suas propriedades é 

garatida por resultados abstratos no trabalho de Chueshov e Lasiecka (2010) . 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

          O problema (3)-(4) define um sistema dinâmico  , onde  é o espaço de 

Hilbert definido por: 

 , 

e      é o semigrupo fortemente contínuo dado por: 

       

Onde o lado direito é a única solução fraca do problema (3)-(4). O principal resultado 

do nosso trabalho é dado no seguinte teorema: 

Teorema. O sistema dinâmico  possui atrator global  com dimensão 

fractal finita. Além disso, é caracterizado por 

 

, 

 

 

onde   é o conjunto dos pontos estacionários de  isto é  

 

 

 



 

 
 

 Comentário da prova: Como mencionado anteriormente, a prova é baseada nos métodos de 

quase-estabilidade e Lyapunov. Primeiro, provamos uma desigualdade chamada de 

desigualdade de estabilidade donde concluímos a quase-estabilidade do sistema dinâmico. Em 

seguida provamos que o sistema dinâmico é gradiente com um fucional de Lyapunov 

equivalente a norma do espaço de fase. Além disso, provamos que o conjunto de seus pontos 

estácionários é limitado no espaço de fase. Finalmente, aplicamos os resultados abstratos de  

Chueshov e Lasiecka para concluir a prova do teorema.  

 

É importante ressaltar que os resultados contidos no teorema acima são novos e 

originais. Portando o presente trabalho contribui para um avanço significativo sobre dinâmica 

não linear de sistemas de misturas de sólidos com lei de Fourier. 

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

 Neste trabalho, caracterizamos o comportamento assintótico por meio de atratores 

globais compactos de um sistema de mistura de sólidos com damping não linear e lei de 

Fourier pela primeira vez na literatura. Em vez de mostrar a existência de um conjunto 

absorvente, provamos que o sistema é gradiente e assintóticamente compacto, e assim 

obtemos a existência de um atrator global, que se caracteriza como uma variedade instável do 

conjunto de soluções estacionárias. Observe que a compacidade assintótica para o problema 

de mistura (3)-(4) com apenas uma dissipação (mesmo para o caso linear) leva a uma classe 

de problema significativamente mais difícil e isso nunca foi considerado na literatura. Usamos 

a recente teoria de quase-estabilidade desenvolvida por Chueshov e Lasiecka (2010) e 

Chueshov (2015) diretamente em um conjunto positivamente invariante e limitado. Esta nova 

e potente teoria implica ao mesmo tempo a suavidade e a dimensão fractal finita do atrator, 

bem como a existência de atratores exponenciais. 
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