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RESUMO

Diante do cenario da diversidade de problemas combinatérios e das possiveis dificuldades de
professores nesse processo de ensino e aprendizagem esse trabalho investigou, por meio de uma
pesquisa documental nos objetos de aprendizagem no GeoGebra, alternativas tecnoldgicas no campo
educacional que promovam caminhos para dirimir essas dificuldades. Nessa perspectiva, delimitou-se
como objetivos identificar os objetos de aprendizagem nesse software que abordam combinatéria e
averiguar nesses objetos como as caracteristicas de situagdes, invariantes do conceito e representagdes
sdo por eles discutidas e apresentadas. A escolha dessas caracteristicas se fundamentou na discussdo da
Teoria dos Campos Conceituais (TCC) propostas por Gerard Vergnaud, especificamente no tripé
constituido de classes de situacdes(S), invariantes(l) e representaces(R) que dao sentido a um conceito.
Em investigacOes realizadas no Grupo de Estudo em Raciocinios Combinatorio e Probabilistico —
GERACAO UFPE as classes de situacdes de combinatdria sugerem o tratamento de problemas que vao
além do arranjo, combinacdo e permutacdo. Por sua vez, 0s invariantes do conceito propostos nas
situacBes podem abordar ordem e repeticdo de elementos, esgotamento de possibilidades, entre outros.
Nas representacOes apresentadas pelas situaces o uso de formulas pode ser alternado com o uso, por
exemplo, do Principio Fundamental da Contagem, da listagem de elementos ou da arvore de
possibilidades. Os caminhos metodologicos foram tragcados por uma abordagem qualitativa e
exploratdria a partir da selecéo e analise de dois objetos de aprendizagem do GeoGebra que propdem
discussdes sobre combinatdria encontrados na aba de materiais didaticos do site desse software. No que
tange aos resultados encontrados, observou-se a maior frequéncia de problemas combinatérios
condicionais em detrimento a uma minoria de situagdes simples. Sobre os invariantes, constatou-se a
presenca de ordem e escolha com maior enfoque. As representagdes mais aparentes foram de listagem
de elementos para facilitar visualizacdo das possibilidades na resolucéo.

Palavras-chave: Combinatdria, Tecnologias digitais, GeoGebra.

INTRODUCAO

A Combinatoria é uma area da matematica que se apresenta com uma variada gama de
situacOes problemas, representacdes e invariantes (Borba, 2010, 2013). Algumas dificuldades
sdo apresentadas pelos professores que ensinam matematica ao abordar o ensino de
combinatdria tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio (Rocha, 2011). De modo

complementar, alguns estudantes de Ensino Fundamental e Médio, apresentam desde antes do
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ensino formal desse conteudo algumas estratégias diferenciadas de resolucdo de problemas
combinatdrios, mas nem todos conseguem ter éxito nesse processo (Pessoa, 2009), o que reflete
na necessidade de ensino desde muito cedo para conseguirmos um amplo desenvolvimento do
raciocinio combinatdrio (Borba, 2013).

Documentos como os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) e a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) orientam o trabalho com combinatoria a partir dos anos iniciais do
ensino fundamental (Brasil, 1997, 2018). O estudo de Rocha e Souza (2021) discute um estado
da arte em pesquisas brasileiras entre 2010 e 2019 que versavam sobre o conhecimento de
criangas pequenas sobre Combinatoria. Os autores identificaram que as pesquisas discutem com
diferentes tipos de problemas combinatorios e utilizaram diferentes recursos para abordar a
combinatdria com alunos da Educacéo Infantil e Anos iniciais do Ensino Fundamental. Estudos
como esses fortalecem a orientacdo dos documentos oficiais para o trabalho desde cedo com
esse conteudo, apresentando alternativas para o tratamento tardio da Combinatéria na educacgéo
Bésica.

Rocha e Borba (2021) ressaltam que o professor ao ensinar combinatoria se depara com
varios desafios. Para as autoras a formacédo inicial dos professores ndo prioriza disciplinas que
versam sobre problemas combinatérios, além de pouco propor reflexdes acerca do processo de
ensino e aprendizagem de combinatéria em diferentes niveis de ensino. Pesquisas como as de
English (2005), Pessoa (2009), Rocha (2011) destacam que as dificuldades enfrentadas por
estudantes na identificacdo e diferenciacdo dos tipos de problemas combinatérios, geralmente
sdo relacionados aos tipos de agrupamentos trabalhados apenas no ensino médio. Nessa

perspectiva, Borba, Rocha e Azevedo (2015, p. 1315) apontam que:

Ao se estudar a Combinatéria no Ensino Médio, outros problemas séo tratados, com
casos nos quais elementos podem, ou ndo, ser repetidos. Nesse nivel de ensino,
geralmente os problemas abordados sdo: arranjos (a partir de um conjunto maior sdo
escolhidos elementos cuja ordenagdo gera possibilidades distintas), combinages (que
se assemelham aos arranjos em termos de escolha de elementos, com a diferenca de
que a ordem dos elementos ndo gera possibilidades distintas) e permutacGes (todos 0s
elementos do conjunto sdo utilizados, apenas a ordem de apresentagdo dos mesmos
varia).

Para as autoras, é notério a variedade de problemas combinatérios, em alguns casos
complexos, os quais ndo hd um padrdo Unico na trajetoria de solugdes obrigando o estudante a
refletir e verificar com muita atencdo sua natureza, para identificar o tipo de problema
combinatdrio, assim como buscar as possiveis técnicas e métodos que facilitem a resolucao
deles. Nascimento (2022) considera que o processo de ensino e aprendizagem de combinatdria
é complexo, pois envolve uma infinidade de situagdes que ndo podem ser reveladas utilizando

apenas um procedimento mecanizado. O autor afirma que “Para identificar o tipo de
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agrupamento a ser aplicado em um evento combinatorio é necessario investigar com
concentracdo, as informacdes presentes na referida circunstancia, viabilizando assim a trajetoria

mais acessivel de resolucdo (Nascimento, 2022, p.14). Complementando a afirmacéo anterior

Nem sempre as férmulas estabelecidas para cada tipo de agrupamento irdo surtir efeito
na solucéo de determinados problemas, pois em alguns contextos o uso de expressoes
regras pré-definidas sera dispensado e a formulagdo de um novo método sera preciso.
O método a ser desenvolvido na resolugdo de problemas também é importante, pois
em uma situacdo podem existir diversos caminhos que levam a resposta (Nascimento,
2022, p.14)

Nessa direcdo, percebemos que hd um grande desafio para a pratica docente no que
tange ao ensino de combinatoria, apresentar tal conteudo de forma a atrair atencdo dos alunos
e proporcionar o protagonismo no sentido de refletir e buscar estratégias para identificacdo e
solucdo de problemas. No entanto, aulas expositivas no modelo tradicional ja ndo surtem efeitos
significativos. A BNCC faz referéncia em uma de suas competéncias especificas a recursos que
podem ser utilizados:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padrdes,
experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstragdo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas (BRASIL,
2018, p. 531).

De acordo com Martarelli et al. (2021, p. 42) “E importante termos um recurso que faz
com que o aluno construa o conhecimento de combinatéria”. No entanto, Borba e Rocha (2021)
salientam que poucos professores afirmam conhecer algum recurso que auxilie no ensino de
combinatéria em suas aulas. Como mencionado pela BNCC, as tecnologias digitais sdo
importantes ferramentas que devem ser exploradas e aplicadas pelo professor em suas aulas.
Desse modo, Nascimento (2022, p. 16) considera como uma possivel tecnologia “a utilizacdo
de uma plataforma digital que promova nos alunos a motivacdo para construir ideias que
busquem a resolucdo de diferentes problemas”.

O GeoGebra dispde de materiais didaticos digitais elaborados por professores, que
denomina-se na presente pesquisa como objetos de aprendizagem (OA)®, que segundo
Martarelli et al. (2021) é formulado para diferentes niveis de ensino e que podem contribuir no
processo de ensino e aprendizagem, além de oportunizar ao professor meios para que possa
desenvolver tais materiais. O presente trabalho faz parte de um recorte da pesquisa realizada
por Nascimento (2022) e tem por objetivo identificar situacdes, invariantes e representacées

nos objetos de aprendizagem que tratam de combinat6ria nos materiais didaticos apresentados

3 Tarouco, et al(2004, p.3) afirma que objetos de aprendizagem sdo materiais educacionais com objetivos
pedagdgicos que servem para apoiar o processo de ensino-aprendizagem.
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no GeoGebra. Para isso, se fundamenta na Teoria dos Campos Conceituais (TCC) proposta por
Gerard Vergnaud, utiliza como critérios de analise os trés elementos que constituem e dao
sentido a um conceito: situacdes(S), Invariantes(l) e Representacdes(R).

Nessa perspectiva, o trabalho encontra-se subdividido em:

A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E A COMBINATORIA

A compreensao de um conceito matematico é um dos objetivos do processo de ensino e
aprendizagem. Segundo Vergnaud (1996, p.133, traducdo nossa) a Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) consiste em “uma teoria psicologica do conceito, ou melhor, da
conceitualizacdo do real, que permite situar e estudar as filiagbes e rupturas entre
conhecimentos do ponto de vista de seu conteudo conceitual”. Magina, Merline e Santos (2012)
afirmam que nessa teoria, em vez de pensarmos na formacdo de um conceito, podemos nos
referir a um campo conceitual, e sua adequacao depende do entendimento de varios conceitos
existentes.

Nascimento (2022) indica que a Teoria dos Campos Conceituais projeta um acréscimo
na visao sobre conceito, a qual denota campo conceitual. Cedran e Kiouranis (2019) revelam
que segundo Vergnaud (1982, p. 36) existe um tripé (situacdes(S), Invariantes(l) e
Representagdes (R)) que auxilia o entendimento de conceito. A exposi¢do detalhada do tripé

encontra-se abaixo:

S: deve ser entendido como o conjunto de situacbes, que tornam o conceito
significativo;

I: deve ser compreendido como, o conjunto de invariantes operacionais, que
instituem o conceito e estruturam as formas de organizacdo do pensamento, e
gue serdo evocados pelas situacdes;

L: deve ser concebido como o conjunto de representagdes linguisticas e
simbdlicas que sdo usadas para retratar o conceito, suas propriedades e as
situacBes ao qual estdo relacionados.

Com base nessa teoria, Borba (2013) classifica os tipos de situa¢6es combinatdrias como
produto de medidas, permutacdo arranjo e combinacdo. Os invariantes nos problemas
combinatdrios tangenciam a ideia de disposi¢do de elementos (ordem, escolha, condigéo entre
outros). As representacdes versam sobre as ferramentas de analisar e resolver um problema
visualmente, por meio de diagrama de arvores, listagem de elementos, utilizacdo de formulas
etc.

Borba, Rocha e Azevedo (2015) reforcam que muitas vezes a variedade de problemas

combinatdrios obrigam o sujeito a refletir e buscar novas estratégias e técnicas que podem ser
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utilizadas para a viabilidade da solucdo exitosa. Além da abundancia de problemas
combinatdrios, existe também uma pluralidade de resolucdes deles e as propriedades que dao
sentido aos conceitos e auxiliam na distingdo dos problemas combinatérios (Borba, 2013).

No estudo realizado por Nascimento (2022), a TCC foi utilizada em torno dos estudos
de Borba (2010, 2013) sobre as particularidades das situagdes, invariantes e representacoes da
combinatdria para analisar e discutir a presenca desse contetdo em objetos de aprendizagem do
GeoGebra.

TECNOLOGIAS DIGITAIS NA EDUCAC}AO

Nas Ultimas décadas, o0 avanco das tecnologias digitais na sociedade esta em constante
desenvolvimento. A presenca de tecnologias € observavel em diversos ambientes, como em
empresas, hospitais, industrias, comércio e nos espacfes escolares. Em pleno século XXI, a
utilizacdo da internet e aparelhos eletrénicos como celulares e computadores, é exacerbada.
Maltempi (2008) complementa essa ideia afirmando que a sociedade exige a utilizacdo das
tecnologias na esfera educacional, devido ao contato diario com elas.

Bittencourt e Albino (2017) afirmam que com um publico cada vez mais proximo dos
recursos digitais e a frequéncia na utilizacdo de midias digitais nos ambientes académicos, surge
novas formas de apropriacdo a ferramentas educacionais para suprir a demanda da
aprendizagem dos estudantes. Sobre o processo de ensino e aprendizagem, Maltempi (2008)
diz que:

N&o tenho duvidas de que as tecnologias ampliam as possibilidades de se
ensinar e aprender, oferecendo novas e variadas formas para que esses
processos ocorram, de forma que idéias para trabalhos pedag6gicos que antes
eram inviaveis (por limitacdes de custo, tempo, recursos fisicos, etc.) tornam-
se factiveis com o uso de tecnologias. Essa € uma das formas pelas quais as
tecnologias desafiam a educacdo e a desestabilizam, pois oferecem a
oportunidade de uma préatica que potencialmente pode ser melhor que a
praticada, considerando a sociedade em que vivemos. (p. 1)

Percebemos que a tecnologia pode ser de grande valia para o docente, ao lecionar suas
aulas. Nascimento (2022) sustenta que parte dos docentes ndao possuem habilidades para
manusear plataformas digitais e relaciona esse fato a formagdo inicial ou continuada dos
professores.

Nesse sentido, a utilizacdo de uma ferramenta digital auxilie no processo de ensino e
aprendizagem, em especial do componente curricular de matematica, com variados recursos ja

disponiveis como 0 GeoGebra, pode ser um bom inicio para essas praticas em sala de aula.
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O GEOGEBRA E PROBLEMAS COMBINATORIOS

O GeoGebra é um software de geometria dindmica gratuito e ideal para todos os niveis
de ensino, com abordagens especificas para cada grau. Foi criado Markus Hohenwarter no ano
de 2001 com objetivo de auxiliar o processo de ensino e aprendizagem de conhecimentos
matematicos. Pode ser acessado de forma online, ou offline efetuando download no site. A
ferramenta é gratuita e esta disponivel em todos os sistemas operacionais tanto para notebook
quanto para celulares e/ou tablets.

Nascimento (2022) assegura a importancia e potencialidade desse software no que
reflete ao “aspecto dinamico e interativo presente no GeoGebra configura-o como uma
ferramenta de suma importancia na apresentacdo de contelidos matematicos em sala de aula”
(p. 30). Segundo o autor, o uso desse recurso em sala de aula possibilita ao aluno o
aperfeicoamento de habilidades que levam a aprendizagem significativa, mediante a praticidade
de conceitos tedricos que ressignificam a matematica.

No GeoGebra, existe uma secdo que trabalha com materiais didaticos que foram
produzidos por professores e pesquisadores, sobre varios conteldos matematicos. Todos esses
materiais também estdo disponiveis de forma gratuita. Nesse texto, entende-se que esses
materiais didaticos sdo Objetos de Aprendizagem (OA) e apenas analisa-se aqueles
relacionados a Combinatoria.

METODOLOGIA

A abordagem da pesquisa é qualitativa uma vez que para Robaina et al. (2021) esse tipo

de pesquisa € direcionado para investigacao de informacdes que nao sdo expressos por NUMeros
ou que ndo se limita a elementos puramente numéricos por motivos de tipologia de grandezas
apresentadas.
Quanto aos procedimentos, a pesquisa caracteriza-se como documental, pois analisamos
documentos digitais com vistas a anélise de dados para formulacgdo das hipéteses. A escolha do
GeoGebra ocorreu pelo fato de ser gratuito e que esta disponivel para download em todos os
aparelhos eletronicos (celulares, tablets, notebooks). Além disso, pode apresentar diferentes
situacOes, invariantes e representacdes que permitam o raciocinio combinatdrio.

Na pesquisa de Nascimento (2022) foi feita uma busca na sessdo de materiais didaticos
sobre combinatéria. Foram encontrados 20 objetos de aprendizagem dos quais 7 foram
escolhidos para analise. Nesse trabalho, escolhemos dois OA, denotados por “ciculos no

triangulo e “jogo da senha”. Acredita-se que esses dois materiais sejam mais adequados para
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verificacdo de estratégias de solugdo de acordo com andlise das situacBes, invariantes e
representagdes apresentados.

CIRCULOS NO TRIANGULO: alguns resultados

Essse OA trata-se de um problema que solicita o preenchimento de circulos dispostos em
um triangulo, com as cores disponiveis de modo que circulos adjacentes ndo possuam a mesma
cor. Abaixo segue a ilustracdo do OA:

Figura 1: Circulos No Triangulo

Preencha os circulos no interior do tridngulo com as cores disponiveis de modo que circulos de mesma cor nao se encostem um no outro.

Clique no interior de cada circulo para mudar sua cor.

>

Quantas sao as solugdes possiveis?

Fonte: Geogebra (2023, online)

Nessa situagdo, Nascimento(2022) mostra que “através do desenho, por tentativa e erro
listar e/ou enumerar as possibilidades diferentes” (p. 40). O autor faz a listagem das solugdes
mediante tentativas, colorindo os circulos de acordo com a condi¢do vigente. Tal listagem pode
ser observada na figura 2, onde percebemos a existéncia de seis solugdes possiveis.

Figura 2: Possibilidades de resolucdo do problema combinatério - Circulos no triangulo

Hih A

MUITO BEM! MUITO BEM! . MUITO BEM!

A AhA

MUITO BEM! MUITO BEM! . MUITO BEM!

Fonte: (Nascimento, 2022, p. 40), extraido do geogebra online



ISSN: 2358-8829 ‘% —
Eonedu

1X CONGRESSO NACIGNAL DE EDUCAGAO

Ao observar as solucgdes listadas, observamos que os circulos das extremidades dos
triangulos devem ser coloridos com uma mesma cor, € por consequéncia os circulos que 0s
tangenciam, devem ser pintados de cores distintas. Nesse sentido, para cada um dos dois
circulos que encostam nos outros das extremidades, tem-se duas opcdes de cores, pois a terceira
cor ja se encontra em uso pelo circulo da extremidade. Nascimento (2022) aponta que o circulo
central tangencia outros seis circulos, sendo assim tem-se duas opg¢des de cores para colorir tais
circulos, deixando fixa a cor do circulo central. Segundo o autor, podemos utilizar o principio
fundamental da contagem para solucdo do problema, uma vez que temos 3 cores disponiveis
para preencher o circulo central, duas op¢des para um dos circulos que o tangencia e uma
possibilidade para os demais circulos. Podemos entdo, representar o PFC da seguinte forma:
3X2x1x1Ix1x1x1x1x1x1 = 6 possibilidades.

Quanto as situacOes, representacOes e invariantes apresentados neste OA, podemos
observar que:

a) As situacOes apresentadas no problema basicamente, sdo condicionais os quais circulos
adjacentes ndo podem ser coloridos com a mesma cor. Nesse caso, a ordem de
preenchimento tem importancia e por isso, podemos dizer que se trata de arranjo que
possui condicéo.

b) Os invariantes observados sdo de ordem, escolha e posi¢do. A forma como os circulos
serdo pintados interfere na situacdo e a escolha das cores também. Além disso, a posicao
de coloragdo dos circulos é fator condicional no problema.

c) As representacdes vistas na analise, podemos concluir que ha presenca de listagem de
solucBes. Néo visualizamos solucdo da situacdo por meio de férmulas, nem arvore de
possibilidades. Apesar disso, pode-se utilizar o principio multiplicativo em sua

resolucéo.

JOGO SENHA: alguns resultados

O OA denominado de jogo da senha esta disponivel na sess@o de materiais didaticos do
geogebra online. O problema solicita ao participante que encontre uma senha composta por
quatro cores diferentes. Existe a disposi¢do, seis cores distintas. Esse jogo relaciona
combinatdria e raciocinio logico. E um problema que apresenta condigdo, pois ndo pode haver
repeticdo de cores na composicdo da senha. Dentre as seis disponiveis (Amarelo, vermelho,
verde, azul, rosa e roxo) o jogador deve selecionar uma por vez, na dire¢do esquerda para

direita. As cores podem ser escolhidas clicando em cada quadradinho como mostra a figura



ISSN:: 2358-8829 ‘\ f; P
Eounede

1X CONGRESSO NACIGNAL DE EDUCAGAO

acima. Caso, deseje alterar a cor de um quadradinho basta ir dando cliques e automaticamente
as cores sao mostradas. A figura 3, ilustra esse OA.

Figura 3: jogo da senha

Analise

Cor certa no lugar certo

O e e nd
X Cor niio pertence a senha

3 [ e

Campo da senha nao pode
ter cor repetida e/ou preta

Fonte: (Geogebra, 2023, online)

Apds selecionar as quatro cores que compdem a senha, deve-se clicar em verificar. Logo,
aparecera na tela uma analise da jogada. Caso, 0 jogador ndo tenha encontrado a senha correta,
ele deve averiguar a analise exposta, pensar em estratégias e iniciar a proxima jogada. O jogador
pode realizar véarias jogadas, porém vence o0 jogo aquele que conseguir decifrar a senha com
menor nimero de tentativas. Abaixo podemos observar a situacdo em que o jogador descobre

a senha em duas jogadas.

Figura 4: Quantidade de jogadas em uma partida

Cor certa no lugar certo

O Cor certa no lugar errado
X Cor niio pertence a senha

ca B[

Parabéns vocé acertou a senha

Fonte: (Geogabra, 2023, online)

Vejamos que o participante conseguiu solucionar a situacdo em duas tentativas. Na
primeira, ele escolheu as cores (amarelo, verde, vermelho e azul), contudo as cores azul e
amarelo ndo constituem a senha, ja que aparecem na tela com a presenca de um X, que indica

gue a cor ndo pertence a senha. As cores verde e vermelho pertencem a senha, mas a cor verde
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esta na posicgdo errada, pois ao seu redor aparece um circulo branco que indica essa informacao.
Se as cores amarelo e azul ndo fazem parte da senha, sobraram as outras quatro (verde,

vermelho, rosa e lilas), basta saber a posicdo em que elas se encontram.

A cor Vermelha ja se encontra em sua posicao correta. O jogador pensou e como a cor
verde esta no lugar errado, decidiu coloca-la na primeira posi¢do, em seguida a cor rosa e por
ultimo, a cor roxa. Ao clicar em verificar, surge a mensagem: parabéns vocé acertou a senha.
Podemos perceber que se trata de um jogo competitivo que explora fortemente o raciocinio

I6gico.
Sobre as situagdes, invariantes e representacdes apresentadas, verificamos que:

a) As situacOes presentes no OA tratam de arranjo condicional, pois a cor verde encontra-
se na posicdo errada.

b) Os invariantes observados sdo de ordem e escolha na primeira jogada. Como as cores
azul e amarelo ndo fazem parte da senha, o jogador deve escolher outras duas cores
distintas para completar a senha. A ordem da cor verde, deve ser alterada.

c) As representacdes demonstram a possibilidade de realizar listagens de solucdes, pois
ndo ha presenca de principio fundamental de contagem, diagramas de arvores e/ou

formulas matematicas.
CONSIDERACOES FINAIS

Ao acessar 0 GeoGebra e anacisar 0os materiais selecionados, percebemos que sdo
objetos de aprendizagem que cedem espgo para discussdes além de combinat6ria, como é o
caso do jogo da senha por exemplo. A finalidade com que cada OA ¢ utilizado depende da
abordagem que o professor aplica em sala de aula, seja fisica ou virtual. Os objetos de
aprendizagem apresentam problemas de combinatéria implicita e explicita e podem ser
adaptados de acordo com os niveis de ensino.

Quanto as situacdes observdas nos OA, podemos afirmar que eles podem ser tratados
como problemas condicionais, 0os quais ndo apresentam requisitos de formulas em suas
resolucdes, permitindo associar cominatdria ao raciocinio l6gio onde, o estudante deve formular
suas respostas mediante construcdo de estratégias e ndo o uso mecamico de expressoes

algébricas recorrentes.
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No que tange aos invariantes lozalizados, destacamos a ordem, escolha e critérios de
repeticdo de elementos que definem a conjuntura de solugdes. Por fim, as representacdes
mostram a possibilidade de listagem das solucdes e presenca de imagens que facilitam a Optica

na construcao de tais solucdes.
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