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DIFERENTES METODOLOGIAS PARA RESOLVER O SISTEMA
LINEAR GERADO PELA APLICACAO DO ESQUEMA TRAPEZOIDAL
IMPLiCITO NA EQUACAO DA ADVECCAO UNIDIMENSIONAL
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RESUMO

O objetivo desse trabalho ¢ implementar na linguagem de programagdo Python diferentes
metodologias para resolver sistemas lineares, entre elas, método da matriz tridiagonal, decomposigao
LU, método iterativo de Jacobi, Gauss Seidel e sobre-relaxacdo sucessiva. Assim, sera possivel
resolver computacionalmente o sistema linear gerado pela aplicacdo do esquema trapezoidal implicito
na equacdo da advecgdo unidimensional. Python é uma linguagem de programacéo de alto nivel e por
isso foi escolhida nesse trabalho. O desenvolvimento de programas computacionais se torna cada vez
mais essencial devido ao avango da tecnologia. Com base nesse trabalho, os alunos podem ver na
pratica como resolver um sistema linear, conteido que € visto ja no ensino fundamental. Para resolver
a equagdo da advecgdo, foram considerados 400 pontos em x, intervalo de tempo de 0,00025
segundos, velocidades de 8 m/s, 10 m/s e 12 m/s. Inicialmente foi considerado um distiirbio que se
propaga ao longo do tempo. Conforme a velocidade ¢ maior ou menor, o disturbio se desloca mais ou
menos rapidamente. S30 obtidos resultados similares, independente da metodologia utilizada,
mostrando para os alunos as diferentes possibilidades que eles podem usar para resolver problemas
envolvendo a resolugdo de sistemas lineares. Muitas vezes, os alunos nao t€ém a possibilidade de ver na
pratica a aplicagdo de conceitos vistos em sala de aula, essencial para o processo de aprendizagem.
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INTRODUCAO

A resolucao de equagdes diferenciais parciais € comum em situacdes que envolvem o
dia a dia de muitas pessoas, sendo que esses tipos de equagdes estdo presente em aplicagdes
da simulagdo da dispersdo de poluentes (Buske et al., 2007), na previsdo numérica do tempo
(Holton, 2004), entre outras.

Como os alunos se deparam muitas vezes com a resolugdo de sistemas lineares nos
diversos conteudos que sdo abordados ao longo do ensino médio e posteriormente no ensino
superior, o presente trabalho tem como objetivo mostrar para os alunos que a resolucao desse
tipo de problema que pode ser resolvido com o auxilio de um computador e de uma

linguagem de programagao.
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Foram testadas diferentes metodologias para resolver o sistema linear que ¢ obtido
quando a equacao da advecgao ¢ resolvida pelo esquema trapezoidal implicito. Tal sistema foi
resolvido pelo método da matriz tridiagonal (Dumka e Mishra, 2022), decomposi¢ao LU
(Golub e Loan, 1996), método iterativo de Jacobi, Gauss Seidel e sobre-relaxagdo sucessiva
(Campos Filho, 2007). Ambos os métodos foram implementados na linguagem de
programacao python (Lutz, 2009), linguagem muito usada no meio académico.

Esse trabalho mostra que os alunos podem usar diferentes métodos para resolver um
sistema linear e que os resultados obtidos podem ser similares. Basta dedica¢do e
comprometimento para aplicar os conhecimentos adquiridos em sala de aula, nas mais

diversas aplicagdes possiveis.
METODOLOGIA

A equacdo da advecgdo unidimensional ¢ dada por
99 4 99 _
o T o =10
sendo ¢ a velocidade, g a amplitude do disturbio e x variando de 0 < x < 2 km com 401

: o 1 1 ~
pontos de grade. Considera-se inicialmente que se abs(x - T) < 4 entdo

2
q =0, 25{605‘(81‘[[)6 — %]) + 1}
ou q = 0, caso contrario (Holton, 2004).
O esquema trapezoidal implicito (Jacobson, 2005) ¢ obtido considerando diferencas
finitas avangadas no tempo

q....74
L = et o(Al)

e diferengas centradas no espaco

aq _ qx+Ax_qx—Ax 2
ax 2Ax + O(AX)

Assim, a equagdo da advec¢ao unidimensional pode ser escrita como:

qx,t+At_qx,t —_ L qx+Ax,t+At_qx—Ax,t+At + qx+Ax,t_qx—Ax,t
At ) 2AX 2AX
ou de forma similar
qx,t+1_qx,t —_ £ qx+1,t+1_qx—l,t+1 + qx+1,t_qx—1,t
At -2 2AX 2AX
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Considerando
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N
entdo, pode-se escrever
o o o o
qx,t+1 qx,t - 4 qu 41 t qx—l,t+1 4 qx+1,t t3 qx—l,t
o o (e} (o2
- — + + —— = — + — —
4 qx—l,t+1 qx,t+1 4 qx+1 t41 4 qx—l,t qx,t 4 qx+1,t

Aplicando a equacao acima em todos os pontos de grade, tem-se o seguinte sistema de
equacoes:
QL1+ TA1 = Q1 — T
a g I g
— Q1 T Q241 + FG3tr1 = 1t T G2t — 7434
—T@t+1t 31 + a1 = T2t +q3¢ — Tqa

4 — T @1+ Qa1+ T = T+ Qg — Ty

[ [ [ g
— T, —2t+1 T Gn,—1¢+1 + Tnot+1 = T In,—2¢t + Qn,—1¢t — T, t

o _ o
L dn,—1,2 + Zanﬂ =d4n,—11 — IQnI,l

Esse sistema pode ser escrito na forma matricial da seguinte forma:

M1 % 0 0 olr Qi 7 (1 —% 0 0 0r Qi 7
o % 1 % 0 0 q2,t+1 % 1 o % 0 T 0 qa.t

0 _% 1 % 0 g3,t+1 0 % 1 _% Tt 0 qs.t

0 0 0 —% 1 T 9112 0 0 0 T 1 =7 (9.1t
i 0 0 0 0 —% 1_ L 9n.t+1 _D 0 0 0 % 1 L dn,.t |

O sistema linear ¢ resolvido a cada iteracdo no tempo e foi implementado na
linguagem de programagdo Python, sendo que foram utilizadas diferentes metodologias para
resolver o mesmo, entre elas, método da matriz tridiagonal, decomposi¢ao LU, método
iterativo de Jacobi, Gauss Seidel e sobre-relaxagdo sucessiva. Foi considerado nas simula¢des

Ax = 0,005e At = 0,00025.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Figura 1 ¢ mostrada a solucdo do problema proposto utilizando diferentes
metodologias para resolver o sistema linear gerado pela aplicagdo do esquema trapezoidal
implicito na equagdo da advec¢@o unidimensional, onde ¢ variado o pardmetro velocidade e

fixado o tempo, para ver o que acontece com o disturbio ao longo do dominio considerado.
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Como observa-se dessa figura, conforme a velocidade ¢ maior ou menor, o distirbio se
desloca mais ou menos rapidamente.

Na Figura 2 ¢ mostrada a solu¢ao do problema proposto variando o parametro tempo e
mantendo fixa a velocidade. Como observa-se desta figura, conforme o tempo passa, o
distarbio vai se deslocando para a direita.

Observa-se na Figura 3 a variacdo do distarbio ao longo do tempo para um x fixado.
Como pode-se observar nesta figura, quanto menor a velocidade, mais tempo o disturbio leva
para alcangar uma determinada distancia. Para uma velocidade de 8 m/s, o pico do distirbio
leva 0,095 s para atingir a distancia de 1 km, enquanto que para uma velocidade de 12 m/s,
o pico do disturbio leva 0, 0635 s para atingir a distancia de 1 km.

Como pode-se observar, todos os métodos utilizados para resolver o sistema linear
apresentam praticamente a mesma solugdo do problema proposto. Isso mostra para os alunos
as diferentes possibilidades que eles podem usar para resolver problemas envolvendo
situagdes relacionadas com a resolugdo de sistemas lineares. Muitas vezes, os alunos nao tém
a possibilidade de ver na pratica a aplicagdo de conceitos vistos em sala de aula, essencial

para o processo de aprendizagem.

CONSIDERACOES FINAIS

A solugdo do problema proposto foi resolvida de forma satisfatoria utilizando
diferentes metodologias para resolver o sistema linear gerado pela aplicagdo do esquema
trapezoidal implicito na equagdo da advec¢do unidimensional. Esse trabalho mostra para os
alunos uma aplicacdo dos conceitos envolvendo a resolucdo de sistemas lineares. Muitas
vezes os alunos se sentem desmotivados, por ndo verem uma aplicagdo pratica dos conteudos
abordados em sala de aula.

Os alunos podem abrir o cédigo escrito em python e ir testando cada parametro.
Podem usar outra malha na dire¢do x, aumentando e diminuindo a quantidade de pontos,
podem testar outros valores para a velocidade, aumentar ou diminuir o tempo de simulagao.
Esse tipo de exercicio pode despertar nos alunos o interesse em investigar outros tipos de

problemas, o que vai contribuir muito para a formagao de cada um.
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Figura 1: Solugdo do problema proposto usando diferentes metodologias para resolver o

sistema linear, t = 0,125 s e velocidades de 8 m/s, 10 m/s e 12 m/s, respectivamente.
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Figura 2: Solucdo do problema proposto usando diferentes metodologias para resolver o
sistema linear, velocidade de 12m/set = 0,075s,t = 0,1set = 0,125s,

respectivamente.
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Figura 3: Solu¢@o do problema proposto usando diferentes metodologias para resolver o

sistema linear, x = 1 km e velocidades de 8 m/s, 10 m/s ¢ 12 m/s, respectivamente.
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