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RESUMO

As equacdes funcionais séo relevantes em diversos campos da matematica com aplica¢Oes praticas em
diferentes areas. Essas equacdes permitem descrever e modelar fenbmenos complexos do mundo real,
desde o crescimento populacional até a propagacdo de doencgas, 0 movimento de objetos fisicos, o
comportamento econdémico entre outros. Elas ajudam a entender as relagdes entre as variaveis e a prever
seu comportamento em diferentes situaces. A resolucdo dessas equacgdes estimula habilidades de
pensamento l6gico, criatividade e andlise critica, fundamentais para o desenvolvimento do raciocinio
matematico. Devido a essa importancia, o objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre as
equacdes funcionais e suas aplicaces. Buscamos compreender as propriedades das equagdes funcionais
e explorar sua utilidade na resolugdo de desafios matematicos e aplicagbes em outras &reas do
conhecimento. Inicialmente, realizamos uma revisao bibliografica abrangente para entender os
fundamentos tedricos das equagdes funcionais. Analisamos diferentes técnicas e estratégias utilizadas
para resolver problemas que envolvem essas equagfes. Em seguida, avaliamos uma selecdo de
problemas, destacando a aplicacdo pratica em diferentes contextos (juros compostos, desintegracdo
radioativa, calculo de éarea e problemas de matematica olimpica). Os resultados mostraram que as
equacdes funcionais desempenham um papel importante para o ensino de matematica e através de sua
aplicagdo adequada é possivel simplificar a complexidade dos desafios, encontrando solucdes eficientes.
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INTRODUCAO

A matematica € uma linguagem universal que permeia todos o0s campos do
conhecimento e desempenha um papel central na compreensdo do mundo que nos cerca. Ela
oferece ferramentas essenciais para a compreensao de fendmenos reais, o que facilita a solucéo
de problemas, a tomada de decisdes e 0 progresso em diversas areas. A matematica nao se limita
apenas a célculos e formulas; ela também estimula o desenvolvimento cognitivo, desafiando a

mente a pensar de forma critica, resolver problemas complexos e aplicar principios l6gicos a
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diversas situacOes. Essas habilidades sdo valiosas em todos os aspectos da vida. Uma das areas
mais intrigantes e poderosas da matematica é o estudo das equac@es funcionais, um ramo que
se destaca por sua capacidade de modelar fendmenos complexos e descrever 0 comportamento
de sistemas dinamicos em uma ampla variedade de contextos.

Diferentemente das equacgdes algébricas tradicionais, onde a incognita € apenas um
ndmero ou uma variavel, nas equacdes funcionais a incognita é uma funcdo. Essas equagoes se
concentram na investigacdo de funcbes desconhecidas que satisfazem uma relagao funcional.
As equacdes funcionais desempenham um papel essencial na previsdo de eventos, na
otimizacdo de processos e na resolucdo de problemas complexos que desafiam a imaginacao
humana. Desde o estudo do crescimento populacional até a analise do comportamento
econémico, passando pela modelagem de fenbmenos fisicos complexos, essas equagdes sdo
uma ferramenta indispensavel para cientistas, engenheiros e pesquisadores de todas as areas
(BEZERRA, 2014).

A historia das equagdes funcionais é marcada por uma série de matematicos que
deixaram suas contribui¢cbes ao longo dos séculos. Entre eles estdo: Leonhard Euler, que
estudou as equac@es funcionais lineares; Joseph Fourier, que trabalhou com séries de Fourier e
equac0es diferenciais; Augustin Louis Cauchy, que estudou as equag6es funcionais de Cauchy;
e Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, que trabalhou com equag6es funcionais em sua teoria
dos numeros. Além dos autores mencionados anteriormente, outros nomes importantes
incluem: Evariste Galois, que trabalhou com equacdes funcionais em sua teoria de grupos;
Georg Cantor, que estudou as propriedades das funcdes continuas e descontinuas; e Stefan
Banach, que desenvolveu a teoria das equagdes funcionais lineares e introduziu o conceito de
espaco de Banach (BOYER, 2012; BEZERRA, 2014).

Os conceitos sobre equac@es funcionais foram estudados bem antes de sua formalizacéo.
Exemplos iniciais dessas equacdes podem ser encontrados no trabalho do matematico Nicole
Oresme do século X1V (BEZERRA, 2014). Ele forneceu uma definicdo indireta de funces
lineares por meio de uma equacao funcional e também explorou as relagdes geomeétricas entre
variaveis. A formalizacao e o desenvolvimento tedrico das equag6es funcionais tiveram inicio
com Augustin Louis Cauchy, cujo trabalho influenciou significativamente o campo. Sua famosa
Equacao Funcional de Cauchy desafiou matematicos a investigar as funcgdes, revelando-se um
marco importante na historia das equac6es funcionais.

Além das aplicagdes no mundo real, as equacbes funcionais é um conceito relevante na

resolucéo de problemas de matematica olimpica. As principias olimpiadas de Matemaética tais
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como OBM (Olimpiada Brasileira de matematica) e IMO (Olimpiada Internacional de
Matematica) quase sempre abordam questdes que exigem o entendimento desse tema.

Portanto, no ambito do ensino de matematica, essas equacfes sdo importantes, pois
fomentam o desenvolvimento do pensamento ldgico e promovem a capacidade de resolver
problemas. A medida que os educadores integram problemas que envolvem equacdes
funcionais no curriculo escolar, eles tém a capacidade de estimular a criatividade dos alunos
além de trabalhar com abstracfes que ajudam a desenvolver a capacidade de pensar de forma
abstrata e aplicar essas habilidades a diferentes contextos. Isso pode tornar o ensino de
matematica mais envolvente e significativo para os estudantes.

Diante disso, o objetivo desse trabalho é apresentar um estudo sobre as equacdes
funcionais e suas aplicacdes. Para resolver problemas envolvendo equac@es funcionais existem
uma variedade de teorias e métodos. Uma das técnicas é o Método das Substituicbes que
consiste em encontrar substituicGes apropriadas para transformar a equagdo funcional em um
modo mais fécil de resolver. Além deste, a resolucdo pode ser obtida por transformadas,
métodos numéricos e métodos de iteracdo. Neste trabalho apresentaremos apenas conceitos e
aplicacdes da famosa equacédo funcional de Cauchy e problemas de matematica olimpica que

exigem técnicas simples de substituicao.
METODOLOGIA

Para realizar esta pesquisa, empregamos uma metodologia de carater exploratério, na
qual foi conduzido uma revisao bibliografica que teve como ponto inicial o acesso a materiais
didaticos. Foram consultados livros, dissertacGes, teses e ampliado as buscas nos ambientes do

Google Academic, Sciello e Portal da Capes.

Inicialmente buscamos compreender os principais fundamentos das equagdes funcionais
de Cauchy, destacando exemplos e aplicacGes. Exploramos a utilidade dessas equagfes para
mostrar algumas demonstracGes das formulas de juro composto, do célculo da area do retangulo
e da desintegracdo radioativa. Foram também selecionados problemas olimpicos para mostrar

a utilidade das técnicas de substituicdo nas equagdes funcionais.
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Equacéo Aditiva de Cauchy

Uma equacdo funcional da forma:

fa+ ) = fx) + fO) (1.0)

é chamada Equacéo Aditiva de Cauchy (SAHOO, 2011).

Umafuncdo ¢ : R — R é aditiva se satisfaz a Equacdo Funcional Aditiva de Cauchy,
isto e,

o(x +y) = o) + o(y),paratodo x,y € R.

Defini¢do 1.1 Uma funcgdo ¢ : R — R é dita racionalmente homogénea se, ¢ (rx) = re(x),
para todo x € R e todo r € Q.
Proposicdo 1.1 Se ¢ : R — R é uma solucdo da equacdo aditiva de Cauchy, entdo ¢ é
racionalmente homogénea. Além disso, existe ¢ € Q tal que ¢(r) = cr, paratodo r € Q.
Teorema 1.1 (Cauchy) Seja ¢ : R — R uma funcéo aditiva. Se ¢ é continua, entdo ¢ € linear,
isto é, existe ¢ € R tal que ¢(x) = cx, paratodo x € R..
Proposi¢do 1.2 Seja ¢ uma solugdo da equacao (1.0). Se ¢ é continua em um ponto, entdo, ela

é continua em todos 0s pontos.

Equacado Exponencial de Cauchy

A equacao funcional exponencial de Cauchy é:

fx+y)=f)f», xy€eR (11)
Teorema 1.2: A solucdo geral da equacéo exponencial de Cauchy, tem a seguinte forma:
P(x) = eA®, (1.2)

onde 4 : R — R é uma funcdo aditiva, ou ¢(x) = 0.
Definigdo 1.2 Uma fungdo ¢ : R — R é chamada uma fungéo exponencial real se satisfaz
fx+y) = f()fO), (1.3)
paratodo x, y € R.
Teorema 1.3 Toda solucdo ¢ da equacao funcional (1.1) é da forma:
@(x) = 0 ou ¢(x) = eAUn(+nx) (1.4)

onde A : R — R é uma fung&o aditiva.
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APLICACOES DAS EQUACOES FUNCIONAIS

Aplicacdo 1. Area do retangulo
A Equacéo Funcional de Cauchy (Aditiva), é da seguinte forma:
f+y)=f)+f.Vxy€eR,
sabemos que a solugéo abaixo satisfaz a equacao:
f(x) = cx, (1.5)
com ¢ uma constante qualquer, c € R, x € R.

Considere um retangulo cujo comprimento da base é a e 0 comprimento da atura é b.

a

Figura 1.1

E evidente que a 4rea de um retangulo dependera da altura e da base. Assim, a area A,

do retangulo € uma funcéo de é a e b, isto €,

A= f(ab) (1.6])

aj Qg

Figura 1.2
Dividindo o retangulo em dois retdngulos menores, por um segmento paralelo a altura,
de modo que a = a; + a,, com a4, a, € ]0,4o00] (1.7). Note que a e b s&0 numeros positivos

e diferentes de zero, logo, f(a, b) = 0.

Os retangulos possuem altura b, o de base a, tem area igual a 44, ja o retangulo de base

a, tem area igual a A,, sabemos que A; + A, = A (1.8).
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E facil notar que, A, = f(ay, b) e A, = f(ay,b), logo por (1.6) e (1.8):

f(a,b) = f(ay,b) + f(a, + b) comay,a,e b € [0, +oo. (1.9)
Note que b é uma constante. Por (1.7) e (1.9),
f(ay + az b) = f(ay, b) + f(az, b). (1.10)

Por construcao, considerando a figura 1.1, podemos dividir o retangulo por um

segmento paralelo a base, onde obteremos:

f(a,by +by) = f(a, b)) + f(a, by), (1.11)
com by e b, € ]0, +oo.

Utilizando a solucdo da Equacdo Funcional Aditiva de Cauchy (1.5) em (1.10), teremos:

f(a,b) = ka, (1.12)
onde k é uma constante que depende de b e k > 0, assim
usando (1.13) em (1.11)

k(by + by)a = k(by)a + k(by)a,
ou seja,
k(by + by) = k(by) + k(b,), (1.14)

aplicando novamente o resultado (1.5) em (1.14)

k(by=8-b (1.15)

Com S uma constante real abstrata, por (1.13) e (1.15) concluimos que:
flab)=B-b-a
Sabendo que f(a, b) = 0 0 que forca S a ser uma constante positiva.

Aplicacao 2. Juros compostos

Os juros compostos satisfazem as seguintes equacoes:

fx+yt)=fxt)+ft) (2.0)
fGt+s) = f(f(x1),s), (21)

paratodo x,y,t,s € R,.

Perceba que x e y na primeira equacgéo representam capitais aplicados no mesmo tempo

t, ou seja, que ndo faz diferenca dividir o capital, considerando uma mesma quantidade de
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tempo. J& na segunda equacdo t e s representam o tempo, onde t é o primeiro periodo e s 0
incremento do periodo, que no caso a equacao representa que o investimento x aplicado em um

tempo t + s é igual ao valor do capital f(x,t) aplicado em um periodo s.

Considere (2.0) continua e pelo Teorema 1.1

flx,t) =c(t) - x, (2.2)
aplicando (2.2) em (2,1),

c(t+s)-x=c(t) c(s) x,
logo,
c(t+s)=c(t): c(s),
onde chegamos na Equacao Funcional de Cauchy (logaritmica), que tem solugdo da forma
c(t) = et
A é uma constante real qualquer, fazendo A = Ln(1 + r), temos
c(t) = (eLn(1+r))t’
portanto,

c®) =0+t (2.3)
substituindo (2.3) em (2.2),

ft) =x(1+1)f
onde, r > 0.

Aplicacéo 3. desintegracao radioativa

Considerando m, a massa inicial do elemento radioativo e m, a massa presente no corpo
ao decorrer do tempo t. Veremos que f(t) sera a relacdo entre a massa da substancia presente
no tempo com a massa inicial, de forma que:

m(t) = mof(t) (3.0)

A quantidade do elemento radioativo no momento t + h poderad ser dito de duas
maneiras distintas:

m(t+ h) = myf(t+ h) (3.1)
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m(t+h) = mef()f(h) 3.2)

Ao aumentarmos a unidade de tempo para t + h, a quantidade de substancia vai
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corresponder a.
m(t+h) = myf(t+h), t,h € R,. (3.3)

Logo, o fendbmeno ocorrera da seguinte forma:

mof(t+ h)

t

Wt+h

7711)f(f) 771()]([)/(}?)

my

Figura 1.3
Sendo assim,
mof(t+h) = mof(t)f(h), t,h € R,. (3.4)
De acordo com a solucéo geral da equacdo funcional exponencial de Cauchy, temos:
f(x) = e*, (3.5)
onde a € R.

Portanto, a funcdo f vai ser dita como continua, ou seja, como a solucdo da equacao
funcional exponencial de Cauchy € expressa por (3.5). Substituindo x por t:
f(x) = e*, a €R. (3.6)
Desse modo:
m(t) = mof(t) = mye*t (3.7)
Como a massa m(t) ira decrescer ao decorrer do tempo, a constante o devera ser
negativa, assim:
a= —y, y > 0. (3.8)
Constatamos que:
f(t) = mee™, (3.9)

onde a constante y ¢ denominada constante de decaimento.
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Problemas Olimpicos

Problema 1. (OBM/2001 — 22 Fase): Determine todas as fungbes f : R — Rtaisque f(x) =
f(—=x)ef(x +y) = f(x) + f(y) + 8xy + 115, paratodos os reais x e y.

Fazendo x = y = 0 na equacéo dada, temos:
f(0) =f(0) + f(0) + 8.0.0 + 115
Somando (—£(0)) em ambos os membros, concluimos que:

f(0) = —115 (i)

Sabemos que o fato da funcédo ser par conseguimos substituir, y = — x :

fx—x) = f(x) + f(—x) + 8x(—x) + 115

Desenvolvendo:

f(0) = 2f(x) — 8x% + 115 (ii)
Substituindo (i) em (ii), obtemos:

— 115 = 2f(x) — 8x? + 115
Organizando:

2f(x) = 8x% — 115 — 115

Sendo assim, concluimos que:

f(x) =4x? — 115

Problema 2. (OBM) Seja f: N — R uma funcdo tal que f(1) =999e f(1) + f(2) + - +

f(n) = n?f(n) paratodo n inteiro positivo. Determine o valor de £(1998).
Seja f: N — R uma funcdo que f(1) =999 e

fO+f@++fM)=n’f(n),yneEN (i)

para ndo ocorrer ambiguidade fazemos n = z em (i)

f+f@+ -+ f(2) =2*f(2), (i)

por recorréncia fazendo n = z + 1 em (i) com z € N note que:

fFD+fQ++f@D+fz+1) =E+1)?*f(z+1). (iii)
Subtraindo (i) de (iii) veja:
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FO+f@++f@D+fz+ D)= (FD+f()++f(2)
=@+ 1D*fz+1) - (Z°f(2)),

Realizando as devidas relac6es de sinais,

O+ ++f@D+fz+1)—-fD)—f(2)—-—f(2)
=+ D*f(z+1) - 2z°f(2),

reorganizando a equacao,
fO-fO+fRQ-f@D++f@D-f@D+fz+1D)=(z+1D*f(z+1) - 2*f(2),
logo,
flz+1) =+ D*f(z+1) —2*f(2),
f+1D)=0E*+2z+1)f(z+1) —z°f(2),
usando a propriedade distributiva da multiplicagao,
f+1) =2f(z+ 1) +2zf(z+ 1)+ 1f(z+ 1) — z*f (2),
pela lei do cancelamento, e somando z2f (z) em ambos os membros,
z2f(z) =z*f(z+ 1) + 2zf (z + 1)
colocando f(z + 1) em evidencia, temos:
z%f(z) = f(z+ 1)(2% + 22)

Dividindo ambos os membros(z? + 2z) temos, como z # 0:

z*f (2)
22 St
Segue que,
z*f(2)
z(z+ 2) =fGz+1),
onde obtemos,
7@ _

(z+2)



ISSN: 2358-8829

E 1X CONGRESSO NACIGNAL DE EDUCAGAO

Multiplicando ambos os membros por (z + 2),
zf(z2)=f(z+ 1(z+2)
Perceba que no primeiro membro o argumento de f multiplica a propria f, porém, ndo
ocorre no segundo membro da igualdade, se multiplicarmos ambos os membros por (z + 1)

(argumento de f no segundo membro) note que:

f(2)z(z+1) =f(z+1)(z+ 1)(z+2). (iv)
Perceba que chamando g(x) = f(x)x(x + 1) (v) com x € N e fazendo x = z e depois
x=z+1
9(z) =f(2)z(z+1) (V)
e
gz+ D) =fz+D(Ez+1D(z+2) (vi)

pela equacdo (iv), (v) e (vi):
9(z)=g(z+1)

Por indugdo, g(1) = g(2), g(2) = g(3) = --=g(2) = g(z + 1)=g(1) (viii), ou
seja, g é constante para z natural.

Fazendo x = 1 em (v),
g =f(1)-1-2
por hipotese f(1) é igual a 999, logo,
g(1) = 1998
por (viii) g(z)=1998, isolando f(z) em (v) e substituindo g(z)=1998, temos que

1998
z(z+ 1)

f(2) =
Onde encontramos a solugéo fazendo z = 1998, ou seja, queremos saber f(1998)
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CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo desse trabalho foi apresentar um estudo sobre as equacdes funcionais e suas
aplicacdes. Observamos que € possivel chegar a férmulas matematicas, como a area do
retdngulo, juros compostos, desintegracdo radioativa através das equacbes funcionais.
Verificou-se também que a partir dos métodos simples de substituicdes aplicados com as
equacOes funcionais, problemas olimpicos inicialmente considerados complexos se tornam
faceis e com solucBes acessiveis. Isso demonstra a importancia dos fundamentos das equacdes

funcionais tanto para o ensino de mateméatica como também para o desenvolvimento do aluno.

E possivel inferir que a incorporacéo dos conceitos de equagdes funcionais no ensino de
matematica proporciona 0 acesso a um nivel mais elevado dessa disciplina, promovendo
habilidades e desafios para os alunos em sala de aula. Para estudos futuros, outras equacoes
funcionais e métodos de resolugdo podem ser investigados, como as equagdes de D’ Almenbert,

Jensen e Pexider.

REFERENCIAS

BOYER, Carl B. Historia da matematica. Editora Blucher, Sdo Paulo, 2012.

BEZERRA, A. Uma introducdo as equacbes funcionais. Dissertacdo (mestrado em
Matematica), Universidade Federal da Paraiba. Jodo Pessoa, p. 49. 2014.

GOMES, C. S. G.,Revista Eureka-Equagdes Funcionais para 0s mais Jovens, n° 37.

SAHOO, Prasanna K.; KANNAPPAN, Palaniappan. Introduction to functional equations.
CRC press, 2011.

SMALL, C. G., Functional Equations and How to Solve Them. Problems Books in
Mathematics, 2007.



