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RESUMO

Em estudos académicos tem sido defendido o ensino do método logico-dedutivo, com amparo em
argumentos da epistemologia e da didatica. Na didatica do método logico-dedutivo, destacam-se os
trabalhos de Balacheff (apud Almouloud, 2007). Ha, além disso, outras pesquisas na area de Educacao
Matematica nas quais se defende, com muita clareza, o ensino do método dedutivo nos cursos de
formag@o inicial de professores de Matematica. Em concordancia com essas pesquisas, o objetivo deste
trabalho € o de contribuir com a discussdo do tema, julgado relevante e oportuno. Trata-se de um estudo
sobre o ensino e a aprendizagem de um tema especifico: o método axiomatico. Mais especificamente
ainda, o estudo é centrado no conceito de modelo de um sistema de axiomas. Ressalta-se que o trabalho
¢ um recorte da dissertacdo de Mestrado da autora (Lopes, 2017), na qual foi escolhido um sistema
axiomatico para a geometria plana de incidéncia. Como método, recorremos a uma pesquisa-intervencao
exploratoria, dividida em trés grandes etapas: preparagdo teorica, experimentagdo e analise dos dados
observados. No presente artigo, inicialmente vamos nos deter nas justificativas para o estudo do método
axiomatico nos cursos de formacdo de professores. Em seguida, abordaremos parte da analise dos
registros dos encontros de sala de aula, ocorridos com os sujeitos da pesquisa, alunos de licenciatura de
uma universidade federal do Nordeste, com a preseng¢a da pesquisadora em epigrafe. Os encontros
tiveram o formato de minicurso em que foi utilizado um texto-base teérico sobre o tema escolhido,
seguido de registros escritos e gravacdes de audio.

Palavras-chave: Método logico-dedutivo; Sistema axiomatico; Pesquisa-intervencdo; Formacgdo de
professores.

INTRODUCAO

Pensar em Matematica nos remete a raciocinio légico e a demonstragfes. Embora essa
concepcao ndo dé conta de todas as caracteristicas desse campo do conhecimento, é inegavel o papel
que o raciocinio dedutivo desempenha na Matematica.

Se nos determos na andlise de documentos que regem a educagdo no pais, encontraremos
respaldo para o que se foi afirmado acima, basta consultar BRASIL (1998), BRASIL (2000), BRASIL
(2002), BRASIL (2011) e BRASIL (2012), de forma mais recente pode-se utilizar a BNCC (2015)

guando afirma que uma das competéncias da Matematica é “desenvolver o raciocinio 16gico, o espirito
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de investigacdo e a capacidade de produzir argumeéntos-convincentes, recorrendo aos conhecimentos
matematicos para compreender e atuar no mundo.” (2015, p. 263).

Quando o cendrio muda e pensasse nos cursos de licenciatura, a literatura aponta também
questionamentos acerca do ensino das demonstra¢cBes nos cursos de matematica, em especial nas
licenciaturas. Sousa (2010, p.16) afirma que existem “[...] lacunas no ensino de demonstracdes em
Matematica, [...] em especial, a necessidade de se trabalhar com a linguagem e com as demonstragdes
de forma mais detalhada”. Segundo a autora os alunos se prendem a métodos utilizados pelos proprios
professores, gerando réplicas daquilo que foi ensinado sem saberem dar significado as suas respostas.

Almouloud (2007) destaca a importancia de, antes de compreender o que os alunos sabem das
demonstragdes, ¢ necessario entender o que os professores aprenderam quanto ao assunto: “Qual € o
nivel de compreensao que professores da rede publica possuem a respeito desses processos matematicos,
como teoremas, provas e deducdes?”.

Nesse caminho se pode citar Pires (2002) que menciona acercas das Competéncias especificas
de um professor que ensina Matematica

e Conceber que a validade de uma afirmacéo esta relacionada com a
consisténcia da argumentag&o.

o Comunicar-se matematicamente por meio de diferentes linguagens.

e Compreender nogdes de conjectura, teorema, demonstracao.

e Examinar as consequéncias do uso de diferentes definigdes.

e Analisar os erros cometidos e ensaiar estratégias alternativas.

o Decidir sobre a razoabilidade de um resultado de célculo, usando o
calculo mental, exato e aproximado, as estimativas, os diferentes tipos
de algoritmos e propriedades e o uso de instrumentos tecnoldgicos.

o Explorar situagbes problema, procurar regularidades, fazer
conjecturas, fazer generalizagdes, pensar de maneira logica.

o Ter confianga pessoal em desenvolver atividades matematicas.

e Apreciar a estrutura abstrata que esta presente na Matematica.

(PIRES, 2002, p. 47)

As competéncias citadas acima corroboram com as discussfes apresentadas até o presente
momento, a importancia de desenvolver o raciocinio l6gico-dedutivo dos futuros professores de
Matemadtica, sejam atuantes na educagéo bésica, seja na educacao superior.

Nosso foco sera o ensino e a aprendizagem do conceito de modelo de um sistema axiomatico
para uma geometria plana de incidéncia. E mais, optamos por realizar nosso trabalho empregando a
modalidade de pesquisa qualitativa denominada, por alguns estudiosos, de pesquisa-intervencdo. Na
verdade, desenvolvemos as atividades de um minicurso com um grupo de cinco alunos de Licenciatura
em Matematica de uma instituicdo publica. Os dados empiricos consistiram no registro parcial das
interacOes ocorridas entre a pesquisadora e os alunos que propiciaram as analises e as consideracoes

finais do trabalho. Vale ressaltar ainda que aqui sera apresentado um recorde da dissertacdo da autora.
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Escolhemos algumas das ideias centrais de>Balacheff (1982) segundo Almouloud (2007),

discorreremos, de modo suscinto, sobre sistemas axiomaticos em geometria e sobre o texto didatico que
serviu de base para o minicurso realizado com os sujeitos da pesquisa.

O objetivo do trabalho consiste em apresentar as analises do estudo realizado sobre o ensino e
aprendizagem do conceito de modelo de um sistema axiomatico para uma geometria plana de incidéncia,
recorrendo a uma pesquisa-intervencao centrada em um minicurso sobre o tema.

A metodologia utilizada, como ja mencionado anteriormente, foi uma pesquisa-intervencao,
segundo Rocha e Aguiar (2003)

A pesquisa-intervencdo vem constituindo-se em um dispositivo de
transformacéo vinculado tanto & formacéo académica dos psicdlogos, quanto
as praticas nas institui¢des, possibilitando novas anélises construidas entre o

marco e a micropolitica. (p. 64).

E notdrio que esse tipo de pesquisa esta associado as ciéncias humanas, sociais, mas acreditamos
que ela nos aponta grandes contribuigdes para, ndo so os sujeitos envolvidos, mas a academia em geral.
Ainda Rocha e Aguiar (2003, p.65) aponta que

[...] a condicional do pesquisador esta presente no processo da investigagdo e
que, por estar incluido no campo, sua acdo (entrevistas, questionarios,
dindmicas, analises de dados e devolucao das informagdes obtidas) modifica
0 objeto estudado.

Acreditamos que o tempo estado em companhia dos sujeitos os tenha modificado mediante os
conhecimentos adquiridos, principalmente o modo como veem as demonstragdes, o estudo delas durante
0 andamento do curso.

Apos a aplicacdo do minicurso observamos que 0s sujeitos da pesquisa demonstraram
relevante grau de dificuldade em lidar com o processo de demonstracéo l6gico-dedutivo, vale ressaltar
que ja haviam percorrido boa parte de suas trajetdrias curriculares de formacdo de professores de
matematica, além de ja terem cursado duas disciplinas as quais atribuimos uma denominacgao genérica
de Fundamentos da Matemética, em cujas ementas havia contetdos de logica e de teoria dos conjuntos,
disciplinas nas quais, em geral, 0 método dedutivo é utilizado com mais frequéncia e rigor. Houve
também verbaliza¢Ges durante os di&logos acerca das dificuldades em encontrar os caminhos para a
resolucdes de questdes propostas.

Pode-se concluir, com tudo encontrado ao longo do caminho, que investigacBes desse tipo
corroboram com a iniciativa de se continuar tais discussdes, aqui o papel ndo é de criticar o que as
licenciaturas oferecem a seus alunos, mas animar futuras discussdes e questionamentos sobre a

importancia de cada vez mais desenvolver o raciocinio légico-dedutivo dos futuros professores.
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METODOLOGIA D—

Para esta investigacdo, optamos pelo método de uma pesquisa- intervengdo. Levou-nos a essa
escolha a ideia de observar os efeitos de um material didatico em que o processo de demonstragdo é
apresentado em um nivel de rigor I6gico que julgamos adequado a um curso superior de formacéao de
professores. Tivemos a preocupacdo de realizar nosso experimento com licenciandos que ja tivessem
percorrido parte consideravel de seu curso. Em particular, procuramos aqueles que ja tivessem tido
contato com disciplinas no campo dos fundamentos da matematica e com a préatica de demonstracdes,
em especial em geometria.

Nesta pesquisa, buscamos uma interacdo direta nossa, na qualidade de pesquisadora, com 0s
sujeitos da investigacdo, em um estudo participante de um tema pouco presente nas licenciaturas de
Matematica.

Esperdvamos, com isso, observar em que grau haveria compreensdo das ideias a serem
aprendidas, em especial, do tema-chave de modelo de um sistema axiomatico. E mais, a partir dos
resultados deste trabalho, tinhamos a expectativa de contribuir para as disciplinas da Licenciatura em
Matematica, em especial, as que sdo, em geral, denominadas Fundamentos da Matematica.

Toda a intervencéo foi gravada em dudio, contendo, em média, 1hora 15min cada gravagdo. Ao
todo foram cinco encontros, no entanto, por falhas técnicas, o primeiro e segundo audios foram perdidos.
O que atenuou a falha foi que, ao final de cada encontro, solicitamos aos estudantes um diério de cada
sessao, a fim de obtermos mais informagdes sobre o ocorrido nesses encontros. Apesar de ndo possuirem
a fidelidade das conversas que as gravacgdes favorecem, os diarios ajudaram na analise dos dialogos.

Os sujeitos da pesquisa foram estudantes em um campus avangado de instituicdo federal de
ensino superior. Iniciamos a pesquisa com seis estudantes que estavam cursando o quinto periodo, e um
do sétimo periodo, de um curso de licenciatura em Matematica. Apds o primeiro encontro da pesquisa,
0 estudante do sétimo periodo, por motivos profissionais, teve que se afastar, de modo que a investigacdo
se restringiu a cinco sujeitos.

A selegdo dos sujeitos foi realizada em conjunto com a professora que nos deu acolhida no
campus em que realizamos a investigacéo. Na escolha, levamos em conta a formag&o académica anterior
dos estudantes. Optamos por estudantes que ja tivessem cursado um elenco significativo de disciplinas
do curso.

Para a realizacdo desta pesquisa, utilizamos, como método, encontros semanais com 0s
estudantes nas salas de aula da instituicdo de ensino em que cursavam a licenciatura, com duragdo de
duas horas cada. Foram necessarios cinco encontros para completarmos nosso experimento didatico.

No primeiro encontro, apresentamos a proposta de trabalho e distribuimos o texto base (ver
Anexo), que foi lido pelos estudantes e, em seguida, aberto a discussdes, para tratar de possiveis ddvidas
que os manifestassem. Nesse texto, é explorada a ideia de modelo, conceito central da nossa pesquisa,

como também foram discutidos os axiomas de uma geometria de incidéncia, bem como a ideia de

>

independéncia de uma proposicao relativamente a um sistema de axiomas.
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Apos abordarmos esses conceitos base partimos;“nos encontros seguinte, para a resolucéo das
atividades propostas no proprio texto base.

Os materiais principais coletados foram as atividades respondidas, por escrito, pelos estudantes.
Julgamos, também, que seria necessario gravarmos os audios das discussdes em sala de aula, para analise

posterior.
RESULTADOS E DISCUSSOES

Aqui ndo nos deteremos na analise de todos 0s encontros, mas uma analise sumaria deles.

Ao final dos encontros foi pedido que os alunos fizessem um relatério visando obter mais
informacdes acerca do ocorrido durante o minicurso e, acima de tudo, ter uma ideia, ainda que
aproximada, das reacGes causadas nos estudantes em face do contetdo do minicurso.

Iniciamos pela observacgdo de que os estudantes participantes do minicurso revelaram um grau
significativo de dificuldade em lidar com o processo de demonstracdo logico-dedutiva, que é
caracteristica da validag&o cientifica do saber matematico. Acrescente-se a esse fato, que eles j& haviam
percorrido boa parte de sua trajetéria curricular de formacao de professor de matematica, além de que
ja haviam cursado duas disciplinas — as quais atribuimos uma denominacdo genérica de Fundamentos
da Mateméatica — em cujas ementas havia contetdos de l6gica e de teoria dos conjuntos, disciplinas nas
quais, em geral, 0 método dedutivo € utilizado com mais frequéncia e rigor.

Indicios dessas dificuldades surgiram na utilizacdo do método de redugdo ao absurdo ou na
negagdo das proposi¢des condicionais “Se a, entdo, b”, em que a e b sdo proposi¢cbes matematicas
envolvendo quantificadores.

Também verbalizaram durante os dialogos que ndo achavam nada facil “descobrir 0 caminho a

seguir” para realizar uma demonstragao do tipo da que continha a atividade 3:

“Em uma geometria de incidéncia, para todo ponto P, existem pelo menos duas retas distintas

que passam em P”.

Durante o minicurso, igualmente, manifestaram que, mesmo sabendo ter a ideia de uma
demonstragdo, nao achavam nada imediato “colocarem no papel” a referida demonstragdo, com todos
os detalhes necessérios.

As dificuldades mencionadas nos paragrafos precedentes estdo vinculadas as trés primeiras
atividades propostas aos estudantes. A seguir, comentamos as questdes relacionadas a demais atividades,
todas relativas aos conceitos de sistema de axiomas e de modelo de um desses sistemas.

Uma das maiores fontes de dificuldades reveladas pelos estudantes foi romper com o

conhecimento adquirido em sua formacédo escolar, na qual a palavra geometria esta intrinsecamente

s

associada a geometria euclidiana.




—

VIl CONCRESSO NACIONAL

A dificuldade, vérias vezes observadas™por<nos, e verbalizadas pelos estudantes, era
compreender 0s objetos de um modelo em que pontos e retas ndo fossem aqueles entes que conheciam
desde a geometria escolar. Vejamos, por exemplo, na atividade 4, o0 quanto os estudantes reagiram a
construir um modelo de geometria de incidéncia em que uma das retas possuia apenas um ponto. Ou, de
maneira analoga, quando, na atividade 5, precisavam de um modelo com apenas uma reta contendo
todos o0s pontos da geometria.

No seu relatdrio, a Estudante 05 escreve em poucas palavras 0 pensamento que, certamente,
resume o gue se passou com todos os seus colegas. Ela resume que a dificuldade que encontrou no

minicurso, foi:

“Desconstruir os conceitos que vimos na Geometria Euclidiana Plana para formular novos

conceitos mais abstratos e expor matematicamente nosso pensamento”. (grifo nosso)

Esse processo de desconstrugdo citado pela estudante €, sem davida, um processo lento e dificil.
Uma das motivagbes de nosso trabalho foi o de investigar os efeitos de um material que, a0 mesmo
tempo, estivesse contido nas ementas das disciplinas de uma licenciatura trouxesse um tema inovador
que pudesse provocar algum “desequilibrio” no conhecimento prévio dos estudantes. Esse aspecto
desafiador, na nossa avalia¢do, provocou alguma evolugdo da compreensdo dos participantes, ao longo
do minicurso. Sinais dessa evolugao sdo comentados no que segue.

Vamos iniciar com o depoimento contido no relatério do Estudante 02, ao escrever sobre as

dificuldades que ele havia tido no inicio do minicurso:

“No primeiro encontro tive 0 primeiro contato com este tipo de matematica, o conceito muito
diferente e um pouco complicado de ser entendido quando nunca tinha sido visto, mas logo apds a

leitura do texto comecei a entender um pouco mais os significados de cada axioma citado no texto

[]

O que observamos ao longo do minicurso foi uma evolugdo positiva na compreensdo da ideia
de modelo e do seu emprego como ferramenta para provar a independéncia de proposicoes relativamente
a um sistema de axiomas. Novamente, recorremos ao depoimento de uma participante, a Estudante 03,

ao descrever o0 4° encontro em seu relatorio. Nesse encontro tratamos das atividades 5, 6 e 7:

“Ja estava mais familiarizada com esse processo que faziamos com os modelos e até consegui
fazer mais rapido, mas ainda encontrava dificuldade em passar esse pensamento para o papel de forma
mais formal. Me compliquei mais na atividade 7, onde precisariamos encontrar um modelo para o
sistema de axiomas de incidéncia e acrescentando o axioma de existéncia das paralelas. Mas, com

alguns estimulos, consegui terminar de forma organizada.”

s
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Outro momento em que observamos uma evoligdo na capacidade de os estudantes recorrerem
ao conceito de modelo apresentado no texto base ocorreu na atividade 8. Nela, repetiu-se o ja
mencionado impasse que surge quando a intuicdo geométrica adquirida previamente resiste a
possibilidade de existéncia de duas paralelas a uma reta passando por um ponto fora da reta. Quando,
estimulados a reverem os modelos que j& haviam construido, os estudantes prosseguiram e resolveram
corretamente a atividade.

Em uma intervencdo no encerramento do minicurso procuramos estimular os participantes a se
interessarem por aprofundar a aprendizagem das demonstracbes em Matematica e, além disso, do
conceito de sistema de axiomas e de modelo de um desses sistemas. Essas indica¢Ges visavam estimula-
los a fugir da abordagem desses temas de modo a se procurar reproducdo sem compreensdo dos
significados dos conteidos e procedimentos matematicos.

Com essas observagdes, encerramos a visdo sumaria das analises dos eventos corridos durante

0 minicurso.
CONSIDERACC)ES FINAIS

Entre as varias motivagdes iniciais deste trabalho, havia um ndcleo: defender a importancia do
desenvolvimento da capacidade de lidar com o método légico-dedutivo nos cursos de formagdo do
professor de Matematica. Essa motivacéo era amparada em recomendacdes curriculares nacionais e na
literatura em Educagdo Matematica.

Em contrapartida, essa mesma literatura incluia trabalhos revelando que nos cursos de formagédo
inicial tal demanda ndo estava sendo atendida, pela predominancia de um ensino que levava mais a
reproducdo de demonstragcdes do que & capacidade de construi-las.

Tragamos, entdo o caminho de uma pesquisa-intervencdo, de cunho exploratério, em torno de
um minicurso a ser ministrado a alunos em fase intermediéria de um curso de formacéo de professores.
Fizemos a escolha de um tema pouco estudado nas disciplinas que sdo genericamente denominadas de
Fundamentos da Matematica: o conceito de modelo de um sistema axiomatico. Em particular, optamos
por escolher um sistema axiomatico de uma geometria plana de incidéncia.

Nossa intengdo basica era realizar um trabalho colaborativo e desafiador com estudantes de
licenciatura, que pudesse estimular esses futuros professores de Matematica a prosseguir suas reflexdes
sobre uma das caracteristicas fundamentais do saber matematico: o método axiomatico. E preciso alertar
que isso nado significava defender que esse tema viesse a ser objeto de estudo, em si mesmo, na

matemaética béasica.

Ao final deste trabalho, podemos considerar que nossos objetivos tenham sido satisfatoriamente
atingidos, dentro dos limites de uma investigacdo exploratoria. As sessfes do minicurso transcorreram

dentro do planejado e com os participantes de perfil inteiramente adequado ao que desejavamos.

s
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Uma visdo panordmica da analise do conjunto“dos encontros mostra-nos uma fase inicial de
desestabilizacdo do conhecimento anteriormente adquirido e de verbaliza¢do pelos estudantes de que

isso ocorria por deficiéncias na formacdo anterior.

Nao faz parte deste trabalho validar as criticas correntemente formuladas sobre as deficiéncias
acima referidas. Esses depoimentos, no entanto, juntam-se a conclusdes da parte literatura em Educacéo
Matematica referenciadas na Introducédo desta dissertacdo. E, acima de tudo, na fase inicial do minicurso,
observamos nitidas dificuldades dos estudantes em construir uma demonstragdo, em particular, em

geometria.

Posteriormente, no entanto, com o prosseguimento das discussdes em sala de aula e com 0s
repetidos apelos ao texto base, a ideia de sistema axiomatico e de modelo de um tal sistema assumiu
contornos mais nitidos e podemos observar o desempenho satisfatorio dos estudantes na resolugdo da

Gltima atividade.

Fica evidente que muitos desafios e questdes reclamam mais investigacoes, desde o proprio

texto base até a propria metodologia de pesquisa adotada neste trabalho.
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ANEXO
MATERIAL DIDATICO ELABORADO PARA O MINICURSO?

ATIVIDADES PROPOSTAS

Atividade 1
a) Demonstrar a Proposicgdo 3*
b) Demonstrar a Proposicéo 4°
c¢) Demonstrar a Proposicdo 5°

Atividade 2
Na geometria de incidéncia proposta, provar que o Axioma 2’ é independente dos Axiomas 18
e 3.

Atividade 3
Na geometria de incidéncia proposta, provar que o Axioma 3 é independente dos Axioma 1 e

Atividade 4
Suponhamos um sistema de axiomas constituido pelos trés axiomas de incidéncia acrescido de

mais um;

3 Vale uma observacdo que para o limite desse artigo ndo foi possivel anexar todo o material didatico elaborado
para o referido minicurso, aqui s6 transpusemos a atividade proposta ao final de todo o contetdo discutido em
sala.

4 Para toda reta r, existe, pelo menos, um ponto P que ndo pertence a r.

5 Para todo ponto P, existe pelo menos uma reta r que nao passa em P

¢ Para todo ponto P, existem pelo menos duas retas distintas passando por P.

" Toda reta r possui pelo menos dois pontos.

8 para quaisquer dois pontos A e B pertencentes ao conjunto G, existe uma e uma sé reta, denotada por r, da

colecdo L, talque A ere Ber.

% Existem, pelo menos, trés pontos que ndo pertencem a uma mesma reta.
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VIl CONCRESSO NACIONAL

Axioma Projetivo das Paralelas ©==v<

Duas retas quaisquer sdo concorrentes.
Provar que o Axioma Projetivo é independente dos trés axiomas de incidéncia.

Atividade 5
Suponhamos um sistema de axiomas constituido pelos trés axiomas de incidéncia acrescido de
mais um:
Axioma da Existéncia de Paralelas
Dada uma reta qualquer r e dado um ponto qualquer P, fora de r, existe pelo menos

uma paralela a r passando por P.

Encontre um modelo para o sistema de axiomas de incidéncia acrescido do Axioma da

Existéncia de Paralelas.

Atividade 6
Suponhamos o sistema de axiomas constituido pelos trés axiomas de incidéncia acrescido de
mais o quarto axioma, citado na atividade anterior:
Encontre um modelo para o sistema de axiomas de incidéncia acrescido do Axioma de Existéncia de
Paralelas. VVamos representar este sistema com o simbolo E.
Consideremos, entéo 0 axioma:
Axioma Euclidiano das Paralelas
Dada uma reta qualquer r e dado um ponto qualquer P, fora de r, existe no maximo
uma paralela a r passando por P.

Provar que o Axioma Euclidiano das Paralelas é independente do sistema E.

Atividade 7

Prove que o plano cartesiano racional é um modelo de geometria de incidéncia.

Atividade 8
Modificando a interpretacdo dada por meio do plano cartesiano racional, encontre uma interpretacdo

que ndo seja um modelo de geometria de incidéncia.




