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RESUMO

Evidéncias histéricas mostram que 0s primeiros povos a usarem o conceito de comprimento da
circunferéncia foram os egipcios e os babildnicos, cerca de 1800 a.C. Embora ndo haja registro
escrito do uso de , j& existiam férmulas aproximadas para o célculo da circunferéncia. A férmula
do comprimento da circunferéncia foi provada pela primeira vez por Arquimedes (287-212 a.C.),
baseando-se no estudo de aproximagées, comecado por Eudoxo (400-347 a.C.). Este trabalho tem
como objetivo mostrar como obtém-se a férmula do comprimento da circunferéncia a partir de
procedimentos da época em que foi descoberta, fazendo uso de uma linguagem matemaética
moderna, trazendo um novo olhar sobre algo que foi descoberto ha tantos séculos. Nesse novo
olhar encontram-se ferramentas da Analise Matematica que os professores tem acesso e aparecem
de forma velada em nossos argumentos. Neste artigo, apresentamos de maneira construtiva 0s
conceitos e assuntos em geral, e esperamos criar possibilidades para que professores do ensino
basico possam utilizar e compreender novas abordagens sobre o tema em questdo, apresentado
no ensino fundamental e médio. Dessa forma, é voltado especialmente a professores de
Matemaética do ensino basico. Este trabalho é fruto de uma atividade do Grupo PET-Matematica-
UFCG, foi orientado pelo tutor Prof. Dr. Daniel Cordeiro de Morais Filho. Para a construcgéo deste
trabalho, o tutor propds a demonstracdo de alguns teoremas e resultados, e a partir desses
teoremas, chegamos no resultado que é a férmula do comprimento da circunferéncia, descoberta
por Arquimedes ha 24 séculos.
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INTRODUCAO

O artigo 26° da Lei n° 9.394 de 1996 (LDB), indica que os curriculos devem
abranger a aprendizagem da area da matematica em carater obrigatorio, e relaciona-la ao

mundo fisico, natural, a realidade social e politica. Mais atualmente, visando garantir ao
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cidaddo um ensino de qualidade, a Base Nacional Comum Curricular foi elaborada com

0 intuito de estabelecer ndo apenas o conhecimento basico, mas o essencial para a
formacéo integral do cidaddo (BRASIL, 2017).

A abordagem para os contetdos de Matematica deve conter: contextualizacéo,
interdisciplinaridade, estratégias dindmicas, interativas e colaborativas, metodologias e
estratégias didatico-pedagogicas diversificadas capazes de trabalhar com as necessidades
de diferentes grupos de alunos, suas familias, cultura de origem, suas comunidades e
grupos de socializacdo (FALCAO, 2019).

No entanto, o ensino de Matemaética na educagdo béasica tem sido abusivamente
direcionado as resolugdes de problemas contextualizados nos ultimos anos (MATTOS,
2020). O Exame Nacional do Ensino Meédio (ENEM) transparece bem este fato nas
diversas areas do conhecimento, inclusive nas ciéncias exatas.

E comum, no meio escolar e académico, encontrar pesquisadores e professores
relatando cada vez mais, as dificuldades e deficiéncias existentes no que diz respeito aos
fundamentos l6gicos apresentados pelo modelo atual de educacdo. Além disso, muitos
conteddos importantes para 0 ensino basico sdo apresentados de uma Unica forma, em
diversos livros e trabalhos, dificultando o trabalho de professores e o aprendizado de
alunos.

Em vista do que expomos anteriormente, trabalhamos com conceitos da educagéo
basica bastante conhecidos e utilizados, que possam satisfazer a curiosidade de diferentes
grupos e ser inteligivel para professores e alunos dessa fase de ensino. Nossa proposta
tem uma parte técnica para a qual utilizamos explicacbes geométricas que possam ser
melhor compreendidas e utilizadas em trabalhos extraclasse.

As diferentes transposicdes de representacdes de conceitos de aproximacao
numeérica para aproximacdes (limites) de figuras geométricas, permite ao professor um
amplo uso do que vamos expor, a ser trabalhado segundo seu critério e a realidade de suas
turmas. Esperamos contribuir no enriquecimento dos leitores, especialmente dos

professores, dando solidez e uma nova alternativa para o trabalho com este contetdo.

METODOLOGIA

O trabalho foi elaborado como atividade do Grupo PET-Matematica-UFCG sob

orientagédo do Professor Tutor Daniel Cordeiro de Morais Filho. Para a construcéo deste



VIl Congresso Nacional de
Educaga [

trabalho, o tutor propds a demonstracéo de alguns teoremas e resultados encontrados no
livro “Journey into mathematics: An Introduction to proofs” de Joseph J. Rotman, e a
partir desses teoremas, fizemos uma transposicdo geométrica e compreensivel, chegando
no resultado que € uma demonstracdo, de forma nova e, até onde nos consta, nao
encontrada em trabalhos nacionais, do comprimento da circunferéncia, descoberta por

Arquimedes ha 24 séculos.

REFERENCIAL TEORICO

Evidéncias histéricas mostram que 0s primeiros povos a usarem o conceito de
comprimento da circunferéncia foram os egipcios e os babildnicos, por volta de 1800 a.C.
(EVES, 2004; PITOMBEIRA e ROQUE, 2012). Embora ndo haja registro escrito do uso
de m, ja existiam formulas de calculo para circunferéncia (EVES, 2004).

A férmula do comprimento da circunferéncia (dada por ¢ = 2nr) foi provada pela
primeira vez por Arquimedes (287 — 212 a.C.) (J. ROTMAN, 2007). Neste trabalho,
objetivamos provar essa formula utilizando a construcéo feita por Arquimedes, com uma
abordagem moderna, que comprova a necessidade de conhecimentos de Anélise
Matematica na Reta, para a formacéo do licenciado. Além dessa necessidade, podemos
perceber a importancia e transpor alguns conceitos de Analise, de maneira geométrica,
evidenciando o resultado intuitivo destes.

Provavelmente, o primeiro estudo bem-sucedido de aproximacéo, ou de limite, foi
feito por Eudoxo (400-347 a.C.) (J. ROTMAN, 2007) que enunciou esse estudo no
Método das Proporcdes, que pode ser encontrado no livro “Os Elementos” de Euclides.

Para entender esse método é necessario buscar alguns aspectos histéricos da
época. Os gregos sabiam comparar figuras poligonais. Todo poligono podia ser
transformado num quadrado equivalente. Essa operacdo era chamada de quadratura
(EVES, 2004).

Fazer a quadratura de uma figura plana significava construir um quadrado
equivalente a figura dada. Os gregos sabiam fazer também a quadratura de certos tipos de
lunulas (figuras limitadas por dois arcos circulares de raios diferentes) mas ndo tinham
um método para comparar figuras quaisquer (curvilineas ou ndo) em geral
(PITOMBEIRA e ROQUE, 2012).
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Antifon, o sofista (480 a.C. — 410 a.C.), havia antecipado a ideia de que com
multiplas duplicagdes do numero de lados de um poligono regular inscrito, a diferenca
entre o circulo e o poligono poderia exaurir-se (EVES, 2004). Assim, poderia ser
construido um quadrado de area igual a area do circulo.

Eudoxo sugeriu uma abordagem que permitia comparar figuras curvas com
figuras poligonais. Este método esta na Proposi¢do | do livro X de Euclides, que depois
se tornou 0 Método de Exaustédo de Eudoxo.

Sendo expostas duas magnitudes desiguais, caso da maior seja subtraida uma
maior do que a metade e, da que é deixada, uma maior do que a metade, € isso
aconteca sempre, alguma magnitude seré deixada, a qual serd menor do que a
menor magnitude exposta (EUCLIDES, 2009, p. 354).

A partir desse estudo, Arquimedes encontrou a area e o comprimento do circulo.
A suposicdo basica assumida por Eudoxo, bastante aceitavel, é que a sequéncia
%,i, zin .-+ possui termos tdo pequenos quanto se deseje (J. ROTMAN, 2007).

Com base nesses estudos, temos como objetivo a demonstragdo, explorando

aspectos analiticos e geométricos, do seguinte teorema:

Teorema Principal: Se um circulo de raio r e comprimento c. Se A € um tridngulo
retangulo com catetos medindo r e c, entdo
area(C) = area (4).

A seqguir listaremos alguns resultados que serdo muito importantes para a
demonstracdo desse Teorema (J. ROTMAN, 2007). Esses resultados sdo apresentados
usando a ideia de limite de sequéncia, mas possuem interpretacdes geométricas simples
de serem explicadas. As demonstracdes mais rigorosas podem ser vistas na formacéo
bésica de um futuro professor (LIMA, 2019).

Proposicdo 1: Seja A um numero positivo. A sequéncia 24, 24, -, (g)nA, .- possui
termos pequenos; ou seja, para todo nimero positivo E, existe um inteiro n tal que
1 n
() a<E.
Definigdo 1: Seja A um numero positivo. Uma sequéncia crescente de nimeros positivos
k; <k, < -+ < A seaproxima de A por baixo, denotaremos k,, /* A, se

A—ky, < ("4, paratodon € N.
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Definicdo 2: Seja A um numero positivo. Uma sequéncia decrescente de numeros

positivos K; > K, > --- > A se aproxima de A por cima, denotaremos K,,, \ A4, se

K,—-A< (g)mKl, para todo m € N.

Teorema 1: Seja A um numero positivo.

i. Considere k; < k, < -+ < A uma sequéncia crescente. Se A — k; < %A, e para
todon>1, A—kpq < %(A —k,), entdo k,, 7 A.
ii. Considere K; > K, > --- > A uma sequéncia decrescente. Se K; — A < %Kl, e

paratodom > 1, K1 —A< %(Km — A), entdo K,,, \ A.

Teorema 2: Sejam A e B nUmeros positivos.
i. SeB <A, ek, 7 A, entdo existe n, tal que B < k,,, paran = n,.

ii. SeB > A, eK, \ A, entdo existe m, tal que B > K,,,, para m = m,.

Definigdo 3: Seja a uma curva que une dois pontos A e B. Dizemos que « é concava em
relagdo ao segmento AB, se toda corda CD, onde C e D s&o pontos em «, encontra-se

dentro da regido delimitada por a e AB.

Principio da concavidade (Arquimedes): Seja a a curva que une 0s pontos A e B que
seja concava em relacdo a AB. Se 8 é outra curva cOncava que une 0s pontos A e B que

se encontra na regido delimitada por a e AB entdo:
Comprimento () > Comprimento (f).
RESULTADOS E DISCUSSAO
Para provar a férmula do comprimento da circunferéncia precisaremos do fato de
que as areas dos poligonos inscritos a uma circunferéncia C se aproximam da area de C

por baixo. Precisaremos ainda, do fato de que as areas dos poligonos circunscritos a C se

aproximam da &rea de C por cima.
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Aproximacao da area da circunferéncia via poligonos inscritos
Seja C uma circunferéncia de raio r, e seja P, um Figura 1-Poligonos inscritos

. . . a uma circunferéncia.
quadrado inscrito em C (Figura 1). Ao “cortarmos” todos os
lados do quadrado em seus pontos médios, intersectamos C

em 4 pontos, a partir deles, e dos vértices de P;, conseguimos

inscrever um octdgono regular, ao qual chamaremos de P,.

Se repetirmos este processo, construiremos uma sequéncia de

poligonos regulares Py, P,, P;, --- inscritos em C, cada um
com 2™*! lados. Apés essa construcéo, prossigamos para Fonte: Proprio autor.

alguns resultados:

Teorema 3: Considere a sequéncia area(P,), area(P,),-- formada pelas areas dos
poligonos P,, com 2™*1 |ados, inscritos a C. Temos que essa sequéncia se aproxima por
baixo da area da circunferéncia C, ou seja area(P,) 7 area(C).

Demonstracdo: Podemos notar que area(P,) < area(C), para todo n = 1, pois cada
poligono P, esta inscrito em C. Além disso a sequéncia é crescente, pois P, ., contém B,.
Assim, iremos checar se esta sequéncia obedece aos critérios do Teorema 1(i):

Considere area(P,) < area(P,) < --- uma sequéncia crescente. Se
area(C) — area(P;) < %area(C), 1)
eparatodon > 1
area(C) — area(Pp4q) < %(area(C) —area(PR,)), (2
entdo area(PB,) 7 area(C) e dai, encerraremos a demonstracao.

Considere o quadrilatero @y, Circunscrito a uma  rigura 2 - p, mede metade

circunferéncia C, de aresta medindo a, e o quadrilatero P, da area de Q,

a

inscrito em C, construido a partir dos pontos médios das

arestas de Q; (Figura 2). Comecgaremos mostrando que

area(P,) = %area(Ql). a

Observe que o lado do quadrado P; é a hipotenusa do
&

. N . 1 .
triangulo retdngulo, cujos catetos medem S a Dai, pelo

Teorema de Pitagoras, o quadrado do lado de P, mede Fonte: Préprio autor.
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G) + (o) =3¢
2a 2a —Za.

Mas, o quadrado do lado de P, é exatamente a area de P;, logo

1
area(P;) = Eaz = zarea(Qﬂ,

como queriamos mostrar. Observe ainda que
2area(P;) = area(Q,) > area(C)

1
= area(P,) > Earea(C)

1 1
= area(C) — area(P,) < area(C) — Earea((,’) = Earea(C).
Assim, conseguimos provar (1), que é o primeiro critério do Teorema 1(i),

1 . .
area(C) — area(P,) < =area(C). Figura 3 — Lados de poligonos
2 inscritos a uma circunferéncia
E

Agora, provaremos (2). Antes de

prosseguirmos com a demonstracdo, analisemos

quem é area(C) — area(B,) geometricamente.

Seja CB um lado do poligono B, de 2"*1
lados, e seja CE e EB os lados de P,, (Figura 3). Fonte: Préprio autor,
Em cada uma dessas 2™** regiGes, considere uma

réplica da regido delimitada por CB e pelo arco que Figura 4 - Regido delimitada por

. DE, DB e pelo arco que liga 0s pontos
liga os pontos C e B passando por E. E

Considere Z,, a regido delimitada por DE, DB

e pelo arco que liga os pontos E e B. Podemos c s
afirmar que existem duas cdpias de Z,, exteriormente
a cada aresta de P, (Figura 4). Z
Fonte: Proprio autor.
Logo,
area(C) — area(B,) = 2"*'[2. area(Z,)] Figura 5 - Regi&o delimitada por EB, e

_ 2"+2area(Zn). pelo arco queE ligade E até B

De maneira similar, area(C) — area(P,,1) = / .

2" 2grea(Z,,1), onde Z,,, é aregido delimitada

por EB, e pelo arco que liga de E até B (Figura 5).

Entdo, mostrar que Zns1

Fonte: Préprio autor.




1
area(Z,,.1) < Earea(Zn)

é suficiente para garantir que

1
area(C) — area(Py4q) < 3 [area(C) — area(B,)], 3)
pois
1
area(C) — area(Pyy,) = 2" %area(Z,4,) < EZ”“area(Zn)

= %[area(C) —area(P,)].

Assim, conseguiremos cumprir o segundo critério do Teorema 1(i).

Figura 6 — Area de (Z,,,,) € menor que metade

Sejam BDEX um retangulo de vértices da area de (Z,,)

B,D,E e X e BDE um triangulo de vertices

Zn+1
B,D e E, (Figura 6) podemos observar que . / X
area(Z,) < area(BDEX) = 2area(ABDE). ‘7
1 ¢ B
Logo, Earea(Zn) < area(ABDE).
Entéo
Zn

Fonte: Préprio autor.

1
area(Z,) = area(Z,,,) + area(ABDE) > area(Z,,1) + Earea(Zn). (4)

Subtraindo %area(Zn) de ambos os lados de (4), obtemos

1
5 area(Z,) > area(Z,,+1)

e, por (3), concluimos que a sequéncia formada pelas areas dos poligonos P,, com 2™*1
lados, inscritos a C, obedece aos critérios do Teorema 1 (i), ou seja, Se aproxima por baixo

da &rea da circunferéncia C. H

Aproximacao da &rea da circunferéncia via poligonos circunscritos

Agora, vamos analisar 0 caso em que a area dos poligonos se aproxima da area da
circunferéncia por cima.

Considere o circulo C, de centroem O (Figura 7). Considere, também, um quadrado

Q, circunscrito a C, onde os lados desse quadrado séo tangentes a C. Tragando um
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lucagéio

segmento t do centro O até o vértice A de Q,, que Figura7 - Poligonos circunscritos
a uma circunferéncia.

intersecta o circulo no ponto L. Agora, tragamos a reta
tangente a C que passa por L, obtendo os pontos H e K.

Repetindo este processo para 0s outros vertices de

Q4, conseguimos construir Q,, a partir dos “cantos”
formados por Q4. Assim, obtemos 8 lados: HK, ST, UV,
WZ, além dos lados remanescentes de Q,, que sdo HS,
TU,VZ, KW. Perceba que o lado HK de Q, é tangente

a C no ponto L, e forma o tridangulo AAHK a partir de Fonte: Proprio autor.

Q1

Essa construcdo pode ser repetida. Considerando um poligono circunscrito Q,, com
2"+1 lados, podemos construir Q,.,; conectando cada vértice da mesma forma que
obtemos Q, a partir de Q;.

Tal construcdo nos auxilia a demonstrar o préximo teorema (Teorema 4), que se
dé de forma bem parecida a do Teorema 3, utilizando, dessa vez, o Teorema 1(ii), com as
devidas adaptacdes, ja& que envolve aproximagdo por cima. Assim iremos suprimir tal

demonstracdo, que pode ser encontrada em J. Rotman (2007).

Teorema 4: Considere a sequéncia area(Q,), area(Q,), - formada pelas areas dos
poligonos Q,, circunscritos a C. Temos que essa sequéncia se aproxima por cima da area

da circunferéncia C, ou seja area(Q,) \ area(C).

Area da circunferéncia
Antes de partirmos para o resultado principal deste trabalho, precisamos ainda do
seguinte resultado:

Lema: Se g, denota o perimetro do poligono circunscrito Q,,, entdo g,, > ¢, onde c é 0
comprimento da circunferéncia.

Demonstracéo: O perimetro de Q,, consiste em pares de arestas (AF € uma parte da aresta
AB, AG € parte da aresta AD), cada uma tangente a C a partir de um vértice de Q,
(Figura 8). Note que AB = AF + BF e que as duas arestas AF e AG formam uma curva

concava em relagéo a FG.




Figura 8 - Perimetro de Qn é maior que o Além disso, temos um arco a (remanescente de
perimetro de C

A C) que liga os pontos F e G, que esta dentro da

curva concava. Logo, pelo principio da

concavidade, temos

\ FA + AG > comprimento (a).
B .0 D

Repetindo esse processo para o resto das arestas

Fonte: Proprio autor.
de Q,,, obtemos q,, > c.

Finalmente, chegamos ao Teorema Principal:

Teorema 5 (Teorema Principal): Seja C um circulo de raio r e comprimento c. Se A é
um tridangulo retangulo com catetos medindo r e c, entéo
area(C) = area (A).
Demonstracdo: Suponha que area(A) = %rc # area(C). Entao,
%rc < area(C) ou %rc > area(C).
Se %rc < area(C), entdo existem poligonos P, de 2!** lados, inscritos em C, e

pelo Teorema 3, area(P;) 7 area(C). E, consequentemente, pelo Teorema 2(i) teremos

um poligono P;, para algum [, tal que
%rc < area(P)). (5)

Observe, ainda, que podemos dividir P, em 2!+ triangulos isosceles (Figura 9),

cada um com base b e altura h. Dessa forma,

area(p)) = 2\+1 (l A b). Figura 9 — Poligono P; dividido em 2'+*
2 tridngulos isésceles

Mas, 0 perimetro p, de P, é dado por 2!*1. b,

entdo:

1
area(P;) = 3 h.p,.

Como h <r (pois r é a hipotenusa do

triangulo retangulo que tem hcomo cateto), e .
Fonte: Proprio autor.

p; < ¢, temos




1
area(P;) < S7C

0 que contraria (5).
Agora, suponha que %rc > area(C). Assim, obtemos poligonos Q,, circunscritos

a C onde a area(Q,) N area(C), pelo Teorema 1. Logo pelo Teorema 2 temos um

poligono Q,, de modo que
%rc > area(Qy,). (6)

De forma analoga ao caso anterior, dividimos Q,, em 2™*1 partes, de modo que

1
area(Q,) = >Tdn

onde g,, € o0 perimetro de Q,, e r a altura dos triangulos isdsceles. Porém, pelo Lema

anterior, temos ¢q,, > c. Logo,

1
STe < area(Qy),

contrariando (6).

Portanto, s6 podemos concluir que area(C) = area (A). Sabendo que
area(C) = nr?, e area (A) = %rc, chegamos a

c = 2nr,

obtendo assim, a formula do comprimento da circunferéncia.
CONSIDERACOES FINAIS

A trajetdria adotada pela educacdo béasica nos Gltimos anos tem levado as
discussBes conceituais para o segundo plano da sala de aula. As aulas sdo curtas, 0s
professores correm para dar conta de todo o contetido planejado, a forma como os temas
tém aparecido no ENEM, este periodo de pandemia e o formato remoto das aulas, entre
muitos outros fatores, podem ter levado os professores a deixarem aulas mais conceituais
de lado.

Aulas apenas com problemas contextualizados, apesar de serem muito
importantes, ndo devem ser o Unico formato adotado pelos professores no processo de
ensino-aprendizagem e assim como citado no inicio deste trabalho, diversas séo as

abordagens que podem ser utilizadas para trabalhar com os conteddos matematicos.
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Queremos entdo salientar a importancia das discussbes teoricas (sempre
adequadas ao nivel dos envolvidos) a cerca de determinado tema, das definigdes,
postulados e teoremas de relevancia para a estruturacdo de um determinado tema na
matematica. Esperamos ter contribuido com uma nova visdo deste tema, possibilitando
uma abordagem diferente da tradicional para este contetdo. Que o artigo possa instigar
professores e alunos, e que possa acrescentar em suas aulas, além de enriquecer

culturalmente sobre um ponto de vista mais abrangente do tema escolhido.
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