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RESUMO

s

Este artigo é resultado de uma pesquisa de dissertacdo, que objetiva descobrir as principais
dificuldades que os estudantes possuem no processo de ensino e aprendizagem de algebra, em especial
encontrar solugoes para as mesmas, nas perspectivas do desenvolvimento do pensamento algébrico e
nas concecoes de algebra e educacdo algébrica, através da elaboragdo de atividades. Para determinar
estas dificuldades realizou-se uma pesquisa bibliografica de carater descritivo e exploratdrio,
objetivando caracterizar e explicar a origem de tais erros recorrentes no ensino de algebra. Seguindo
uma abordagem qualitativa, esta pesquisa também se preocupou em estabelecer relagcdes entre as
dificuldades, no sentido de estruturar atividades que possam minimiza-las. A partir disso,
desenvolveram-se atividades das quais apresentam-se duas neste artigo, envolvendo a construcao do
circulo trigonométrico e padroes de sequéncias numeéricas, com o intuito principal de desenvolver o
pensamento algébrico nos estudantes.

Palavras-chave: Dificuldades. Concecdes de Algebra. Pensamento Algébrico. Circulo
Trigonométrico. Sequéncias numéricas.

INTRODUCAO

E evidente as dificuldades que os estudantes trazem desde o Ensino Fundamental,
relacionadas ao ensino de matematica, que ficam ainda mais percetiveis quando se trata de
algebra. A algebra na maioria das vezes é encarada apenas como um ramo da Matematica que
se preocupa em encontrar o x da questao. Isso remete a conce¢do que estudantes e até mesmo
professores possuem, de que ensinar algebra significa apenas manipulacdes matematicas e
simplificacdes de expressdes. O ensino de dlgebra envolve outros aspectos, nomeadamente, o
desenvolvimento do pensamento algébrico. Portanto, o objetivo principal da pesquisa aqui
apresentada foi a criacao de atividades simples que resolvem dificuldades que os estudantes
possuem na aprendizagem de algebra, em particular a dificuldade em raciocinar.

Na secdao Metodologia sera explicado o procedimento empregue para determinar as
dificuldades que estudantes tém relativamente a algebra, de modo a possibilitar a criacdo de
atividades focadas em soluciona-las. Na secdo Referencial Tedrico serdo expostas as

concecdes da algebra e da educacdo algébrica nas quais essas jazem. Na secdo Resultados e
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Discussdo serdo apresentadas duas atividades desenvolvidas para sanar algumas dificuldades
apresentadas, em especial para estimular o pensamento algébrico. Conclui-se o artigo com
consideracoes finais sobre o desenvolvimento de atividades voltadas a eliminacdo das

dificuldades encontradas pelos estudantes no estudo de algebra.

METODOLOGIA

Para fazer a pesquisa, de foro descritivo, apresentada neste artigo, procedeu-se a um
levantamento bibliografico sobre estudos que tratam dos temas Dificuldades no Ensino e
Aprendizagem de Algebra, Concecdes de Algebra e Pensamento Algébrico. Em seguida,
fazendo uma pesquisa exploratoria do material colhido, foi possivel elaborar atividades que

ajudam a resolver as dificuldades encontradas, das quais duas sdo apresentadas aqui.

REFERENCIAL TEORICO

A algebra é um importante ramo da matematica que relaciona muitos conceitos,
férmulas e propriedades, tteis para as mais diversas atividades humanas e cientificas. Para
entender-se melhor como a algebra é/foi encarada durante toda sua evolugdo, é necessario
estudar suas diferentes concecoes.

Usiskin (1995) define quatro concecdes da algebra segundo o papel atribuido a
variavel e a importancia dada aos seus diversos usos: a algebra como aritmética generalizada,
a algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problemas, a
algebra como estudo de relacdes entre grandezas e a algebra como estudo de estruturas. Na
primeira concecao, dlgebra como aritmética generalizada, a variavel é encarada como
generalizadora de padrdes. Na segunda concecdo, dlgebra como um estudo de procedimentos
para resolver certos tipos de problemas, ao contrario da primeira concecao, as variaveis sao
encaradas como incognitas, ou seja, um termo desconhecido que se pretende determinar. Na
terceira concecdo, dlgebra como estudo de relagbes entre grandezas, as letras assumem
diversos valores, expressando relacoes entre elas, como é o caso das fun¢des. Na quarta e
ultima concecdo, dlgebra como estudo de estruturas, as letras sdo encaradas como simbolos
abstratos, como por exemplo quando lidamos com as operagoes entre polinomios.

Trés periodos da historia do ensino de algebra — antes, durante e depois da matematica
moderna, deram origem as concecoes de educacao algébrica propostas por Fiorentini, Miorim

e Miguel (1992,1993), que dividem o desenvolvimento do ensino de algebra em trés
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concegOes principais: linguistico-pragmatica, fundamentalista-estrutural e fundamentalista-

analégica. A primeira concecdo, linguistico-pragmdtica, referente ao periodo antes da
matematica moderna, define a algebra como um instrumento técnico e mecanico para
resolver problemas, para a qual basta o estudante apropriar-se do transformismo algébrico
para conseguir resolver problemas. Com o movimento da matematica moderna vem a segunda
concecdo, fundamentalista-estrutural, onde o objetivo é de fundamentar a matematica escolar,
justificando cada passagem do transformismo algébrico através de propriedades. Apos esse
movimento, vem a terceira concecdao de educacdo algébrica, fundamentalista-analégica, que
pretende sintetizar as duas concecdes anteriores, de forma a recuperar o valor instrumental da
algebra na resolucao de problemas ao mesmo tempo que se preocupa em justificar o calculo
algébrico através de recursos geométrico-visuais.

Os autores Fiorentini, Miorim e Miguel (1993, p. 85) concluem que todas estas
concecdes possuem algo negativo em comum: “[...] a reducdo do pensamento algébrico a
linguagem algébrica”. Portanto, os estudos dessas concecoes de algebra e educacao algébrica
sinalizam a necessidade de desenvolver um pensamento que independentemente da linguagem
algébrica pode ser manifestado: o pensamento algébrico.

De acordo com Coelho e Aguiar (2018, p. 178), o pensamento algébrico precisa de ser
estimulado para crescer e na opinido deles a algebra oferece um ambiente propicio se, no seu
ensino, o foco dela for “[...] desenvolver no estudante um pensamento que o auxilie na busca
de padrdes e analogias quando enfrentar problemas cotidianos.” Deve-se portanto, elaborar
atividades que estimulem ou incentivem o desenvolvimento deste pensamento, criando um
ambiente favoravel para que ele se manifeste. Segundo Fiorentini, Fernandes e Cristévao
(2005), o pensamento algébrico pode ser caracterizado pelos seguintes aspectos: estabelecer
relacdes ou comparagOes entre expressoes numéricas e padroes geométricos; compreender e
tentar exprimir aritmeticamente uma situacdo-problema; tentar construir varios modelos
aritméticos para uma situacao-problema; descobrir os varios significados de uma mesma
expressao numeérica; entender a igualdade como uma equivaléncia entre duas grandezas ou
duas expressdes numéricas; simplificar uma expressdo aritmética; desenvolver processos de
generalizacdao; compreender e tentar exprimir regularidades ou invaridncias; propor formas
mais sucintas para expressar situacoes-problema.

Com base nas concec¢oes de algebra e educacao algébrica aqui apresentadas, conclui-se
que o pensamento algébrico vai além da tarefa de calcular, ele da sentido aos simbolos e as
formas como os objetos se relacionam, podendo ser estimulado através da generalizacdao de

regularidades e padrdes. A medida que este pensamento se desenvolve, o estudante também
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evolui sua capacidade de exprimir matematicamente situagdes e problemas, descrevendo
assim uma relacdo de subsisténcia entre linguagem e pensamento, e ndao de subordinacao
(FIORENTINI; MIGUEL; MIORIM, 1993). Portanto, o enfoque deste trabalho foi a criagdo

de atividades que estimulam o raciocinio.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Através da pesquisa feita em diversas fontes, sintetizam-se no Quadro 1 as principais
dificuldades dos estudantes no processo de aprendizagem de algebra (ARAUJO, 2008;
BEZERRA, 2016; BOOTH, 1995; GIL, 2008; ESTEVAO, 2020, no prelo; GIL; FELICETTI,
2016; GIRALDO, 2012; GONCALVES, 2013; PONTE, 2005; SCARLASSARI, 2007;
SOCAS; CAMACHO; HERNANDEZ, 1998; STOCCO, 2016; TRUJILLO, 2012; VELOSO;
FERREIRA, 2010).

Quadro 1 — Principais dificuldades na aprendizagem da algebra

Dificuldades dos estudantes

Dificuldade em passar da linguagem escrita para a linguagem algébrica e vice-versa

Dificuldade em interpretar as letras

Dificuldade em pensar

Dificuldade em entender o que 1€ e exprimir o que pensa

Dificuldade em enxergar a utilidade do que esta sendo ensinado

Dificuldade com simplificacdo de expressoes algébricas

Dificuldade com a nogdo de igualdade

Dificuldade em usar as férmulas, as propriedades e procedimentos

Dificuldade em generalizar

Dificuldade em memorizar

Fonte: Autoria prépria

Ao analisar essas dificuldades, levando em conta os fatores dificultadores —
estabelecidos mediante os contextos e atividades em que essas dificuldades surgiram,
observou-se que existem muitas intersecoes entre elas e que algumas delas possuem a mesma
origem.

Com o objetivo de ajudar a minimizar as dificuldades supramencionadas, estruturam-
se algumas atividades, levando em conta aspectos didaticos que podem levar ao desenvolvi-
mento do pensamento algébrico. Apresentam-se abaixo duas atividades:

e Construindo o circulo trigonométrico;

e Sequéncia de nimeros.
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Na primeira atividade os estudantes construirdo, com a ajuda do professor, um circulo
de cartolina ou outro material, com raio de 1 decimetro, e alguns triangulos retangulos todos
iguais, cuja hipotenusa seja do mesmo tamanho que o raio do circulo (as medidas e materiais
utilizados podem ser modificados e adaptados de acordo com o professor). O objetivo desta
atividade é que os estudantes construam relacoes e férmulas trigonométricas (as quais sdo
expressoes algébricas), assim entendendo os seus significados e proveniéncias, em vez de
apenas memoriza-las. A memorizacdo é importante, pois facilita na resolucao de problemas.
No entanto, as vezes a memoria falha e é nesse momento que é crucial saber a origem das
férmulas, pois permite determina-las e assim usa-las. Ao contrario do que comumente é feito
nas salas de aula, apenas apresentar a formula e dar exemplos, os estudantes nesta atividade
irdo compreender como surgem matematicamente estas relagdes: ao posicionar os triangulos
retangulos no circulo trigonométrico, fazendo rotagdes em torno da origem e reflexdes em
torno dos eixos cartesianos os estudantes serdo capazes de criar hipéteses e compartilhar suas
descobertas com toda a classe.

O professor pedird que os estudantes posicionem os tridngulos retangulos, conforme

ilustrado no Quadro 2.

Quadro 2 — Circulo trigonométrico com raio igual a hipotenusa do triangulo retangulo

Da imagem os estudantes concluem que:

. _ catetooposto
sinf=——-—-""-"—"
P hipotenusa

- sin9:%:y

" 0 ' _ catetoadjacente
x cosf= -
hipotenusa

c059:5=x
1

x2+y2=1@sin2[9)+cosz(9)=1

Fonte: Autoria propria

Usando as definicdes de cosseno e seno, anteriormente aprendidas, os estudantes
chegardo a conclusdo que a medida que o ponto P se desloca no circulo trigonométrico
(sentido horério ou anti-horario), os valores do cosseno e seno de um angulo ¢ sdo lidos,

respectivamente, nos eixos do x e do y. Além disso, usando o Teorema de Pitagoras,
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eles conseguem obter a Féormula Fundamental da Trigonometria e a equagdo cartesiana de

um circulo centrado na origem de raio 1.

A partir dessa atividade o professor podera ir formalizando outros conceitos, ja que os
estudantes estardo mais familiarizados com a ideia de que cada ponto da circunferéncia esta
associado ao cosseno e seno de um dado angulo 6. Por exemplo, um dado ponto P possui
como projecdes nos eixos das abscissas e ordenadas, os valores de cos@ e sin#,
respectivamente. Ainda através dessa atividade, pode-se também introduzir os conceitos de
reducdo de angulos dos segundo, terceiro e quarto quadrantes ao primeiro quadrante, usando

rotacoes e reflexdes do tridngulo retangulo. Os Quadros 3, 4 e 5 ilustram essas ideias.

Quadro 3 — Reducao de angulo do segundo quadrante ao primeiro

Os estudantes posicionardo os triangulos
retdngulos de forma que o tridangulo do
segundo quadrante’ seja uma reflexdo do
triangulo do primeiro quadrante em torno do
eixo das ordenadas, ou seja, a abcissa do
ponto P é simétrica a abcissa do ponto Q e as
suas ordenadas sdo iguais, concluindo assim,
que:
/ sin(m —0)=y=sin(6);
cos(m—6|=-x=-cos|@).

Fonte: Autoria propria
*Existe outra reducdo de angulo do segundo quadrante ao primeiro, fazendo uma rotagdo de /2.

Quadro 4 — Reducao de angulo do terceiro quadrante ao primeiro

Nesta etapa da construgdo, os estudantes
posicionardao o segundo triangulo retangulo
no terceiro quadrante de modo que o ponto P
seja simétrico do ponto Q, ou seja, um giro de
180° no sentido anti-horario. Concluindo
assim, que:

sin(m+60)=—y=-sin(0);

cos(m+6|=-x=-cos|8)|.

— -

Y —

Fonte: Autoria propria
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Para esta reducao, os estudantes posicionarao
o segundo triangulo retangulo no quarto
quadrante, de modo que este seja uma
reflexdo do primeiro triangulo em torno do
Jf AN | eixo das abscissas. Dessa forma, conclui-se
' / que:

sin(—-0)=-y=-sin(6|;
cos|—0]=x=cos|6).

Fonte: Autoria propria

Pode-se também pedir aos estudantes que descubram as féormulas do cosseno e seno da
diferenca entre dois angulos, usando a imagem ilustrada na Figura 1. Para que eles descubram
e ndo se sintam desanimados, devem-se dar dicas. Existem varias formas de determinar essas
formulas, ndo necessariamente usando a Figura 1; devem-se incentivar os estudantes a achar
varias.

Figura 1 — Diferenca entre dois angulos

Fonte: Autoria prépria

Por exemplo, pode-se achar a férmula do seno da diferenca entre dois angulos como
segue. Considere os tridngulos OSR e QSV: estes sdo semelhantes visto que OSR=QSV
(4ngulos opostos pelo vértice) e SRO=SV Q (angulos retos). Portanto, SO R =¢p=S QV.Da

definicdo de seno temos que sin(0 — ¢|=QV , mas QV por sua vez é igual a
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wm% h
QScos|p|=r,cos(p]. (1)
Também temos que
sinf=r,+r,er,=sinf -r,;, (2)
onde r; é obtido pela semelhancga dos tridngulos OSR e OPT,

PT _OT _sin¢_cos¢ sin ¢
i = <r.=cos0 .
RS RO r, cos ' cos ¢ 3)

Substituindo r; em (2) por (3) e depois substituindo r, em (1), obtemos a férmula para o seno
da diferenca entre dois angulos,

sin ¢
cos ¢

A partir desta féormula, os estudantes poderdao deduzir varias férmulas, como por

sin(0 — ¢)={sin® — cos O cos@p=sinfcos ¢ —cosBOsing.

exemplo, o seno da soma de dois dngulos, para isso considerando sin(8+¢|=sin(0—(-¢|| e
as féormulas do Quadro 5.

A segunda atividade trata da sequéncias de nimeros, que proporciona aos estudantes a
oportunidade de encontrarem a férmula do n-ésimo termo da sequéncia, valida para todos os

termos da sequéncia. A atividade seria entdo proposta conforme enunciada no Quadro 6.

Quadro 6 — Atividade sobre a generalizacao de nimeros em uma sequéncia

Considere a seguinte sequéncia de nimeros
1, 3, 6, 10, ...
i) Quais sdo os proximos 2 nimeros da sequéncia?
ii) Mostre que o n-ésimo termo da sequéncia € igual a

n(n+1|

. @

Fonte: Autoria prépria

Para resolver o primeiro item, os estudantes deveriam comecar por ver qual € a relacao
entre nimeros consecutivos. Brincando um pouco com os numeros, logo percebem que a
diferenca entre 1 e 3 é 2, entre 3 e 6 é 3, e entre 6 e 10 é 4. Entdo o préximo serda 10+5=15e a
seguir a 15, tem-se 15+6=21. Depois de responder a esta pergunta, é possivel que os
estudantes percebam que o n-ésimo termo € a soma dos n primeiros nimeros naturais. Como
o segundo item pede para mostrar que o n-ésimo termo da sequéncia é igual a (4), é
importante dar umas dicas. Tem varias formas de responder ao segundo item:
a) usando o método de inducdo sobre 1+2+...+n=n(n+1//2;

b) usando uma férmula de recorréncia;
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usando o fato que a soma dos niimeros naturais é uma progressao aritmética;

usando representacoes geométricas dos numeros da sequéncia.

A melhor forma para determinar o n-ésimo termo neste caso é usando as
representacoes geométricas dos nimeros da sequéncia, visto que este método apenas implica
conhecimentos de geometria bdasica: area de poligonos. Assim, deve-se apresentar aos
estudantes as representacées geométricas dos nimeros da sequéncia, conforme ilustrado na
Figura 2 e dizer-lhes que eles deveriam usar esta informacdo para determinar o n-ésimo termo

da sequéncia.

Figura 2 — Representacdo geomeétrica dos niimeros da sequéncia

1 3=1+2 6=1+2+3 10=1+2+3+4
° ° . .
° . . . . .
. . . . . .
° . . .

Fonte: Autoria propria

Olhando para as representacdes geométricas, os estudantes poderdo ficar tentados em
usar a férmula da drea de um triangulo para achar o n-ésimo termo. Por exemplo, a area do
tridngulo isésceles com 4 pontos de cada lado da (4-4)/2=8, que é diferente de 10. Este
resultado ndo é surpreendente: estdo faltando dois pontos que correspondem as quatro

metades de pontos que ficam para fora do triangulo. Considere o retangulo na Figura 3.

Figura 3 — Retangulo

Fonte: Autoria prépria
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Esse retangulo é composto por 20 pontos, ou seja, 4 vezes 5 pontos. Ao dividir a area
do retangulo por 2, obtém-se 10, que corresponde exatamente ao nimero de pontos presentes
no triangulo com 4 pontos de cada lado. Portanto, o triangulo com n pontos de cada lado tem
metade dos pontos do retangulo n por (n+1), ou seja, o n-ésimo termo da sequéncia é

n(n+1|
2

Estas duas atividades permitiram: desenvolver o pensamento algébrico; por em pratica
a passagem da linguagem escrita para a linguagem algébrica e vice-versa; treinar a
interpretacdo das letras, simplificacdo de expressdes algébricas, e generalizacdo de padrdes e
regularidades; familiarizar-se com a nocao de igualdade, férmulas, procedimentos e

propriedades; ajudar a memorizagao.
CONSIDERACOES FINAIS

Na tentativa de resolver as diversas dificuldades dos estudantes na aprendizagem da
algebra, sugeriram-se aqui duas atividades que desenvolvem o pensamento algébrico,
apoiando-se nas concecdes de algebra e educacio algébrica. E possivel encontrar na
dissertacao de Estevao (2020, no prelo), outras atividades que desenvolvem o raciocinio e
que sanam outras dificuldades do Quadro 1. Nessa obra, ao analisar os fatores dificultadores,
verificou-se que existem varias interligacdes entre as dificuldades, o que poderd ajudar os
professores a direcionar seu trabalho de acordo com as barreiras que enfrentam em seu dia a
dia profissional. Aqui também foi visto, que com uma mesma atividade pode-se minimizar
varias dificuldades.

A construcdo do circulo trigonométrico permite aos estudantes descobrir como se
originam algumas formulas trigonométricas. Em virtude disso, possibilita-lhes dar sentido aos
conceitos apresentados de forma que consigam memorizé-los, por terem sido compreendidos.
Tendo isso em vista, essa atividade ajuda a minimizar as dificuldades em usar férmulas,
propriedades e procedimentos, e em memorizar. Nesta atividade, o pensamento algébrico
desenvolve-se a medida que os estudantes estabelecem relacoes e comparacOes entre
expressoes numeéricas ou padroes geométricos, que sdao explorados mediante os giros e/ou
reflexdes que ocorrem nos triangulos. Para a formulacdo desta atividade levamos em conta a
concecdo de algebra de Usiskin (1995), na qual a varidvel é encarada como argumento, e a
concecdo de educacdo algébrica fundamentalista-analogica de Fiorentini, Miorim e Miguel

(1993), onde a geometria é usada para justificar os calculos e procedimentos algébricos.
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Na segunda atividade, o pensamento algébrico desenvolve-se a medida que os
estudantes estabelecem relacOes e comparacOes entre expressOes algébricas e padroes
geomeétricos, e desenvolvem processos de generalizacOes, escrevendo suas observacoes em
linguagem algébrica. Assim, este tipo de atividade ajuda a combater as dificuldades em
generalizar e em pensar, dado que instigam os estudantes a encontrar relagdes entre os termos,
observando as mudangas. Nesta atividade aliaram-se as concecoes de algebra como aritmética
generalizada proposta por Usiskin (1995), e a concecao de educacdo algébrica
fundamentalista-anal6gica de Fiorentini, Miorim e Miguel (1993).

Com a apresentacdo destas atividades, enfatizou-se a importancia em elaborar
atividades que ndo sejam apenas técnicas e mecanicas, mas que déem aos estudantes a
oportunidade de vivenciar as varias conce¢des de algebra, de maneira que desenvolvam o
pensamento algébrico a medida que dao sentido ao que é ensinado, e consequentemente as

dificuldades sdo superadas.
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