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RESUMO

O presente artigo tem por objetivo utilizar o aplicativo GeoGebra CAS para dispositivos moveis no
desenvolvimento de uma atividade envolvendo o topico “Limite” da disciplina Célculo. A justificativa
pauta-se na ideia de valorizar uma abordagem geométrica em detrimento da abordagem algébrica,
aproximando-se, assim, da origem do estudo da disciplina. Para iniciarmos a pesquisa, aplicamos um
questionario com alunos (professores) da turma de especializacdo no ensino de matematica, no ano de
2019, de uma faculdade de Belém. A pesquisa objetivou verificar, nesse publico, como o tépico
“Limite” da disciplina Calculo foi apresentado para os mesmos durante o periodo de suas graduagdes
no curso de Licenciatura em Matematica. Com os dados coletados, propomos uma atividade para o
ensino de Limite com o apoio do aplicativo GeoGebra CAS a ser desenvolvido com os dispositivos
maveis dos proprios investigados.
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INTRODUCAO

Considerando a histdria da Matematica, verificamos que o desenvolvimento da mesma
se deu a partir da necessidade do homem (a necessidade de contagem favoreceu ao
desenvolvimento de um sistema de numeracdo homogéneo; a necessidade de divisdo de terras
justificou o surgimento das fragdes; o filésofo e matematico Tales de Mileto, a partir do
chamado dos egipcios desenvolveu um método para calcular a altura das pirdmides). Da
mesma forma, a origem do Calculo esta relacionada a necessidade que os gregos enfrentavam
para a medicdo de superficies objetivando encontrar suas areas, ou seja, questionamentos que
perpassavam pela geometria.

O trabalho que aqui desenvolveremos procura retornar as origens do Calculo,
objetivando uma analise significativa a partir da geometria (com o auxilio do aplicativo
Geogebra CAS) para a abordagem do topico “Limite”, e assim, construir o aspecto algébrico.

Com a experiencia vivenciada na graduacdo, observamos que a algebra é aplicada com
maior énfase na referida disciplina, e consequentemente a estrutura geométrica fica
estacionada em um segundo plano de prioridade a ser estudada.

Assim, aliaremos os recursos disponiveis — aplicativos, dispositivos mdveis — na
elaboracdo de uma atividade, almejando a construcdo significativa para a aprendizagem do
topico “Limite” a partir da analise geométrica.

Percebemos o desenvolvimento de aplicativos voltados para a educagdo e a insercao
dos dispositivos moveis no ambiente de sala de aula. Agregado a esse fato, € necessario a
realizacdo de capacitacdes digitais que insiram o docente neste ambiente como forma de
possibilita-lo a acompanhar as mudancas temporais, agregando ao seu planejamento de ensino
ferramentas que possam vir a prestar um suporte a mais para a aprendizagem do aluno.
Vivemos em uma sociedade em constante transformacdo. Porém, onde tudo parece se
desenvolver de uma forma extremamente rapida, a pratica docente segue, em muitos casos, a

mesma linha de ensino de mais de dois séculos atréas (Santos, 2011).
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METODOLOGIA

Como método de investigacdo realizamos uma pesquisa de campo com 0s alunos
(professores) do curso de especializacdo do ensino de matematica, turma 2019, de uma
faculdade de Belem. A principio, elaboramos e aplicamos um questiondrio com perguntas
abertas e fechadas, considerando que antes apresentamos ao nosso publico alvo da pesquisa
um “termo de consentimento livre e esclarecido” em participar da mesma.

A aplicacdo do questionario objetivou conhecer de que forma a esses sujeitos foi
apresentado o topico “Limite” da disciplina Calculo durante o periodo de suas graduacdes.

A partir do levantamento das respostas obtidas com a aplicacdo do questionario,
iniciamos a elaboracdo de uma atividade no aplicativo GeoGebra CAS voltada para a
utilizacdo nos dispositivos moveis dos envolvidos na pesquisa (os alunos da especializacéo),
considerando que a maioria detém em suas maos essa ferramenta e ainda, que a grande parte
das unidades de ensino ndo possuem em suas estruturas laboratério de informatica, ou,
quando detém, o quantitativo de computadores apresenta-se em um nimero insuficientes para
a quantidades de alunos.

A atividade desenvolvida teve como objetivo privilegiar a analise geométrica do
conteido em questdo, pois, acreditamos que 0 pensamento geométrico favorecera a este aluno
a atuacdo na andlise e consequentemente uma aprendizagem mais significativa. Objetivamos

formalizar a analise geométrica para juntos, construirmos a abordagem algeébrica.

DESENVOLVIMENTO

Solicitamos aos colaboradores da pesquisa de campo que instalassem em seus
dispositivos mdveis a versao “Geogebra CAS”.

Em seguida, pedimos que digitassem a funcdo f(x) = x + 3, e que pudessem analisar

o gréafico que foi plotado.
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¥ GeoGebra - [m] x

Arquivo Editar Exibir OpgBies Feramentas Janela Ajuda

[R][ALACI Bl A=)

» Janela de f\\gehra

b Janela de Visualizagao X

Entrada:|f(x)=x+3 o

Apos as anélises feitas, sobre, por exemplo, qual o tipo de funcdo, se crescente ou
decrescente, pontos de interseccdo, realizamos o célculo manual para o valor da funcdo para

valores préximos a 4:

Valor de x Valor de f{x)
3,8 6,8
3,9 6,9
| 7
4,018 7,018
4,12 7,12

Concluimos que, ao nos aproximarmos da abscissa 4 (o tanto quanto for possivel) pela

direita ou pela esquerda a fungdo “tende” (aproxima-se) a ordenada 7.

Ao utilizarmos o aplicativo Geogebra CAS e analisando a funcdo dada, calculamos o

limite usando o comando:
Limite(fungéo, valor) —» Limite (f, 4)
E chegamos ao resultado 7.

Requesitamos que os participantes digitassem a funcdo h(x) = ;1? e que fizessem a

plotagem do grafico. Em seguida, fizemos o seguinte levantamento:
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1 GeoGebra — O X

| Arquive Editar Exinir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A LA ole) )N =]+

b Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo X

Entrada: hix)= 1% [}

a

e A medida que nos afastamos da origem (tanto pela direita quanto pela
esquerda), a funcdo se aproxima de zero, no entanto, quando ampliamos a
area de trabalho do aplicativo, podemos confirmar que a medida que ele vai
para 0 menos e mais infinito a funcéo nao € zero;

e Solicitamos que os participantes calculassem o limite tendendo para zero, ou
seja, Limite (h,0), tendo como resultado o valor “indefinido”

e Assim como para o “inf? e “Infinito”, isto ¢é, Limite (h,Inf)
e Limite (h, Infinito) o aplicativo apresentou como resultado um controle
deslizante em um dado intervalo com extremos opostos e quando o
acionando percebemos a variacdo da funcdo a medida que x tende a menos
ou mais infinito.

Em continuidade, aplicamos o Teorema de Limites Laterais que diz:

Teorema®: Seja X c R, f:X » Rea € X, n X_. Entdo existe lim f(x) =L se, e
xX—a
somente se, existem e sao iguais os limites laterais lim f ()= lim f(x) =1L
x—a x—a

Apb6s comentarmos sobre este Teorema aplicamos uma funcdo para verificarmos a
procedencia desta no aplicativo.

Dada a fungéo:

x’se x<1
x:
f&) {szex>1

® Lima, Elon Lages, Curso de Analise Real; v.1.14.ed. — Rio de Janeiro: Associagdo Instituto

Nacional de Matematica Pura Aplicada, 2014.
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Segue os comandos para aplicar na entrada no Geobegra e a plotagem do gréfico:

% GeoGebra — m] *

Arquivo Editar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda

[R] A~ o) ElN] =] %%

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X

Entrada: T(x)=5e(x<1,x42,5e(x>1,2%)) a 3

Solicitamos que calculassem o Limite Inferior e Limite Superior sobre o seguinte comando
LimiteInferior(Se(x < 1,x2%,2x),1)

LimiteSuperior(Se(x > 1,x2,2x),1)
No qual obtemos como resultado:
S = Jip fo =1
Como queriamos provar.
Aplicando o célculo para entendimento de uma pré definicdo, temos:
Tomando f(x) =2x+ 1,L =5e&e=0,5.
Dadoum § > O tal que |f(x) — L| < &, sempre que 0 < |x — a| < &, temos que:
lf(x)—Ll<e
[2(x)+1-5|<¢
|2(x) — 4| < 0,5
|2x — 4] < 0,5
-05<2x-4<0,5
4-05<2x<05+14

356<2x <45
3,5 4,5
7 <x< 7

1,75 < x < 2,25

Logo § < 0,25

Apos a aplicacdo do exemplo, aplicamos a defini¢éo.
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Definicdo: Dada uma funcdo f definida num intervalo aberto e um ponto de acumulagéo a

(pertecente ou ndo ao intervalo). Diz-se que um numero L € o limite de f com x tendendo a a
se, dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que
O0<|x—a|l<d |f(x)-Ll<e
Com o auxilio da defini¢do vamos mostrar que:
lim2x+1=5&=10,5

x—2

Digitamos no aplicativo geogebra CAS a fungdo f(x) = 2x + 1 e em seguida o ponto
P(2,5) de acordo com a defini¢cdo e com o valor dado de ¢ = 0,5, devemos encontrar um &
que satisfaca a definigéo.

Assim temos que 6 se refere ao eixo das abscissas e & ao eixo das ordenadas.

No Geogebra vamos marcar o intervalo nas ordenadas de 4.5 < P, < 5.5 e, de acordo
com o § encontrado de forma algébrica, marcaremos o intervalo 1.8 < P, < 2.2.

Assim, teremos os pontos A(1.8,5.5), B(2.2,5.5), €(2.2,4.5), D(1.8,4.5) e fechamos
assim o retangulo ABCD. Em seguida, com os valores de § aplicado na funcdo dada
encontramos e marcamos 0s pontos E(1.8,5.4), F(2.2,5.4), G(2.2,4.6), H(1.84.6) e
fechamos o retangulo EFGH e alteramos a cor (para diferenciarmos os dois retangulo),
podemos verificar, desta forma, que o retangulo com relacdo a § esta “dentro” do retangulo
que relaciona € e &, mostrando assim, que o valor de 6 encontrado através da definicdo com o

valor de e dado é valido. Como mostra a figura abaixo:

(83)3322.3222
contato@conedu.com.br
www.conedu.com.br




>VI CONGRESSO

y :

RESULTADOS E DISCUSSAO

Como fundamentagdo experimental para a contrucdo deste artigo, aplicamos nos dias

18 e 19/05/2019 com a turma de Especializagdo no Ensino de Matematica de uma faculdade

particular de Belém, um questiondrio com perguntas abertas e fechadas referentes a

indagacgdes pessoais e académicas do assunto tema desta pesquisa: Limite.

Aplicamos 21 (vinte e um) quetionéarios, porém, obtivemos o retorno de apenas 11

(onze) deles, que assim foram analisados:

e Faixa Etaria:

IDADE QUANTIDADE
22a29 4
30a39 4
40 a 49 2
S50a59

60 anos ou mais 1
TOTAL 11

Fonte: Pesquisa de Campo/2019.

e Sexo
SEXO QUANTIDADE
Masculino 9
Feminino 2
TOTAL 11

e Ano de Formagéo

Fonte: Pesquisa de Campo/2019.

FORMACAO

QUANTIDADE

1982

1

2011

2013

2015

2016

2017

2018

L= === |

TOTAL

Fonte: Pesquisa de Campo/2019.

(83)3322.3222
contato@conedu.com.br
www.conedu.com.br




‘ )>VI CONGRESSOe
CM EDUCACAO

OBS.: O entrevistado com formacao no ano de 1982 é Bacharel em Meteorologia.

e Instituicdo de Ensino

ORIGEM QUANTIDADE
Publica 9
Privada 2
TOTAL 11

Fonte: Pesquisa de Campo/2019.

Solicitamos aos nossos colaboradores que definissem o que seria o “Limite de uma
Fungdo” e verificamos que para 05 (cinco) dos entrevistados o limite ¢ o comportamento de
uma funcéo, observe:

“E o0 estudo do comportamento de uma fungdo em um determinado intervalo quando o
X tende a um nimero”

“Dada uma funcéo, o limite € a medida que seu argumento, isto é, um dador se acerto
valor”

“E como uma fungio se comporta quando tende a um determinado valor”

“Descreve o comportamento de uma funcdo a medida que o seu argumento se
aproxima de um determinado valor”

“E o quanto cresce ou descreve o valor de uma fungio em relagdo a um outro valor
determinado previamente. Estd intimamente associado a ideia de Derivada de uma fun¢ao”

Ao analisarmos 03 (trés) questionarios e comparamos as respostas obtidas com o ano
de formacao dos que o responderam em (2018), observamos respostas como:

“Sao valores que se aproximam de um determinado ponto da abscissa, mas que ndo
seja igual a ele <esbogou um grafico>"

“Limite de uma fungdo é o ponto de aproximacao seja pela esquerda ou direita, no
eixo das abscissas”

“E quando um valor tende pela direita ou esquerda, mas nunca chegara a tal valor”

Um dos participantes procurou “algebrizar” a resposta para a indagagao:

“Dada uma fung¢io em um intervalo aberto do tipo f(x) — i? em que lim L”
x—-a

Dois dos participantes ou ndo responderam, ou afirmaram n&o lembrar.
Também solicitamos, no questionario, que fossem calculados e representados

geometricamente o Limite de duas funces, sejam elas:

x%+4

lim e limx?
x—2 X—2 x—0
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No processo de coleta de dados, verificamos que apenas 03 (trés) pesquisandos
representaram graficamente, conforme solicitado, as funcdes. Porém, apenas 02 (dois) destes
fez a representacdo geométrica adequadamente. E importante destacar que todos obtiveram o
resultado algébrico esperado para o célculo dos limites das fungdes apresentadas e que para a

. ~ . x2—4 . - .. . . .
primeira funcao hrr% — 05 (cinco) pessoas verificaram primeiramente a indeterminacgéo da
X— -

funcdo como fora apresentada, ou seja, substituiram na funcdo a incognita x por 2 como se

segue:
x% —4
_ X —2
Para x = 2, fizemos:
224 4-4 0

S5 = ;5 = ; (Indeterminagao)

E somente depois, aplicaram a fatoracdo de polinémios, conforme segue:

x*—4 (x=2)(x+2)

2
x—2 x—2 X+

Substituindo o valor de x por 2 chegando em 4 (Limite).

Ao indagarmos sobre como foi 0 ensino e por consequéncia o aprendizado do assunto
LIMITE durante o periodo da graduacéo, obtivemos respostas como:

“Iniciou-se como a definic¢do de limite de funcdes, seguida de diversos exercicios.”

“Foi ensinado de forma tradicional, com aula expositiva, seguido de teoria, exemplos e
exercicio”

Quatro dos entrevistados consideraram 0 ensino como “bom” ou “satisfatério”, sem
esbogar qualquer outro comentario. Outros quatros informaram que o tema foi abordado
superficial, ocasionano duvidas.

Quando questionamos como esse tdpico que inicia o estudo da disciplina Célculo

poderia ser abordado, obtemos tais respostas:

“Tendo em vista que ¢ um topico impoortante, deveria ser visto com mais énfase”

Trés dos entrevistados afirmam que o assunto deveria ser abordado com maiores
detalhes e aplicacdes (praticas) que se aproxime do cotidiano. Para 06 (seis) deles, deveriam
ser utilizados recursos tecnoldgicos, como por exemplo, o uso de aplicativos/software para o

ensino do tépico, assim:
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“Poderia ser abordado usando um software matematico. Deste modo, seria capaz de

tornar o assunto menos abstrato, obtendo assim uma facilidade no calculo e na construcdo dos
graficos das fungodes”

Depois de aplicarmos o questionamento, desenvolvemos com 0s mesmos entrevistados
uma oficina que objetivava utilizar o aplicativo GeoGebra para dispositivos moveis
(Geogebra CAS) para o ensino de limite com uma abordagem Geométrica. Procurando dessa
forma, experimentar uma metodologia de ensino que propicie a participacdo ativa do
educando na aprendizagem desse contetdo, partindo da analise grafica para a algébrica, como

descreveremos no desenvolvimento.

CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve por objetivo inicial, elaborar uma atividade/oficina para o assunto
da disciplina Calculo, que priorizasse partir da andlise geométrica para a algébrica,
propiciando a participacdo ativa dos alunos na construgdo do conhecimento. Com
fundamentacdo experimental, aplicamos um questionario sobre o tema com professores
(alunos da especializagcdo para o ensino de matematica), tal questionario evidenciou a
necessidade de mudanca de postura dos professores no ensino do contetido de Limites, e com
0 auxilio de aplicativos como o GeoGebra CAS (que possibilitou a anélise geométrica) e os

dispositivos moveis € possivel pensar no processo de ensino e de aprendizagem significativo.
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