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Resumo:

Neste artigo apresentamos um pouco da histéria da Probabilidade, como area do conhecimento. Além
disso, definimos Probabilidade e sugerimos algumas aplicacdes da Teoria de Probabilidade que podem
ser utilizadas em sala de aula na Educagdo Basica. Nos primeiros anos na escola, os alunos encontram
dificuldades em aprender as quatro opera¢Ges basicas, o que, mais tarde, acaba dificultando
aprendizado e a resolug@o de problemas que envolvam o célculo probabilistico. Entretanto, podemos
utilizar a resolugdo de problemas interessantes que tenham o viés aleatorio, em que o aluno precise
calcular a probabilidade da ocorréncia de um determinado evento. Neste contexto, levamos os alunos
ao melhor entendimento de algumas nog¢desde teoria de conjuntos e da geometria, conduzidos pela
resolugdo desses problemas. No primeiro problema aqui trazido, apresentamos uma interessante
caracteristica da medida probabilistica do conjunto dos niimeros irracionais. Para tal, mostraremos que
¢ zero a probabilidade de se escolher um nimero do intervalo [0, 1] e este nimero ser racional.
Consequentemente temos que ¢ de cem por cento a probabilidade de se escolher um nimero do
intervalo [0, 1] e este nimero ser irracional. Fato, que pode surpreender num primeiro momento. No
segundo problema fazemos uma conexdo entre a Geometria Plana e a Probabilidade. Com a
Probabilidade funcionando como um instrumento para o desenvolvimento desse pensamento
geométrico, com a aquisicdo de diversas habilidades, além do amadurecimento dos mecanismos
envolvidos nos processos de modelagem dos espagos de probabilidade. Tratamos, ainda, um pouco da
historia da Teoria de Conjuntos e alguns conceitos basicos de Probabilidade.
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Introducao

A Teoria da Probabilidade, a qual se situa na modelagem e resolu¢do dos problemas
associados aos fenomenos aleatorios (ou seja, aqueles que ndo sdao deterministicos) ¢ de suma
importancia no desenvolvimento e compreensao de situagdes teoricas e cotidianas, sobretudo
em situacdes que necessitamos tomar decisdes. Isso acontece porque as conclusdes obtidas
nos processos inferenciais sdo baseadas em dados aleatoriamente escolhidos,
consequentemente, sempre admitem determinada margem de incerteza. Por isso, a Teoria de
Probabilidade se constitui numa essencial ferramenta, o que impde que nogdes basicas em
relacdo a probabilidade devem ser estudadas desde a Educacdo Basica, para que os alunos
possam compreender melhor o mundo que os cercam.

O dominio da Probabilidade torna-se, a cada dia, muito importante na formag¢ao de um

aluno, pois ela ¢ responsavel pela criacio de modelos que servem para o estudo dos
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experimentos aleatorios, que representam grande parte das situagdes cotidianas. No tocante a
sua origem, como descrito por Moreira e Salsa (2008), sabe-se que esse conhecimento
matematico comegou a ser estudado a partir do século XVI, com o matematico, astrélogo e
médico, Gerolamo Cardano (1501-1576). Ele, que também era jogador de jogos de azar,
escreveu, por volta de 1550, a obra Liber de Ludo Aleae (que em tradugdo livre significa, O
livro dos jogos de azar), a qual ¢ tida como o primeiro manual organizado que traz algumas
no¢des de probabilidade. Nesse livro, o autor desenvolve calculos de expectativas acerca de
jogos de dados.

Cardano desperta para o funcionamento do acaso e incorporava, em certo sentido, o que
hoje chamamos de espago amostral. Esse conceito representava uma nova ideia € uma nova
metodologia, formando a base da descrigdo matematica da incerteza pelos séculos que se
seguiram. Na linguagem moderna, a regra de Cardano ¢ expressa da seguinte maneira:
suponha que um processo aleatério tenha muitos resultados igualmente provaveis, alguns
favoraveis, ou seja, ganhar, e outros desfavordveis, isto €, perder. A probabilidade de
obtermos um resultado favordvel ¢ igual a proporcao entre os resultados favoraveis e o total
de casos. O conjunto de todos os resultados possiveis ¢ chamado de espaco amostral. Uma das
maiores deficiéncias do trabalho de Cardano foi o fato de ndo ter feito uma andlise
sistematica.

O estudo sistematico de probabilidade comegou em 1654, quando Antoine Gombaud,
também conhecido como Chevalier de Méré, um jogador francés, escreveu ao matematico
Blaise Pascal (1623-1662) fazendo varias perguntas sobre as probabilidades de se ganhar no
jogo de dados e outros jogos de azar. Perguntas do tipo: O que ¢ mais provavel, rolar um
“seis” em quatro jogadas de um dado ou rolar um “duplo seis” em 24 jogadas com dois
dados? (CRILLY, 2017). Pascal entdo escreveu a outro matematico francés, Pierre de
Fermat (1607-1665), expondo as perguntas feitas por Chevalier de Méré. A partir dessa
situagdo, a correspondéncia entre os matematicos Pascal e Fermat mostra que eles
aprofundaram seus estudos sobre probabilidades e chegaram a definir conceitos como
expectativa, chance e média, muito embora ndo tenham publicado seus estudos.

Ainda no século XVII, no ano de 1657, o matematico holandés Christian
Hiygens (1629 — 1695) publicou o livro O Raciocinio nos Jogos de Dados, o qual continha
contribui¢cdes importantes ao estudo das probabilidades. Nesse mesmo século, o matematico

suico Jacques Bernoulli (1654-1705) propos um teorema em que afirmava que a
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probabilidade de um evento ocorrer tende a um valor constante quando o niimero de ensaios
desse evento tende ao infinito. Depois de Bernoulli, Abraham De Moivre (1667—1751)
publicou o livto 4 Doutrina do Azar, dando valiosa contribuicdo para o estudo das
probabilidades através de suas andlises em relacao aos de jogos de azar. Posteriormente, no
século XIX, o matematico Pierre Simon Laplace (1749-1827) sistematizou uma estrutura de
raciocinio € um conjunto de defini¢des importantes nessa area e expds seu trabalho com a
publicacao do seu livro Teoria Analitica das Probabilidades (1812).

O matematico alemao Gauss (1777-1855) desenvolveu, a partir de estudos sobre a
distribuicdo do erro de medidas fisicas, um modelo probabilistico de grande importancia e
utilizagdo na estatistica, o modelo normal, também conhecido como a curva de Gauss. No
século XX, Andrei Nikolayevich Kolmogorov (1903-1987), um dos mais influentes
matematicos russos do século passado, desenvolveu, a partir da teoria dos conjuntos, a
moderna teoria matematica da probabilidade, dando-lhe um tratamento axiomatico, pilares da
formalizagdo dos teoremas que sustentam o corpo teérico da probabilidade. Os estudos
tedricos do célculo de probabilidades renderam sua primeira publicagdo em 1929: General
Theory de MeasureandProbabilityTheory. Esse livro, muito importante, pois expoe a
formulagdo de um conjunto de principios conhecidos como a axiomatica de Kolmogorov

(1933).

Metodologia

Uma das constatacdes mais comuns no ensino de Matematica ¢ de que existe, nos
alunos, uma resisténcia bem acentuada no momento da aprendizagem dos assuntos que
envolvam Probabilidade. Nas séries iniciais, os alunos encontram muitas dificuldades em
aprender as quatro operacgdes, € i1sso traz sérias consequéncias ao seu desenvolvimento,
principalmente no que se refere modelagem e a resolugdo de problemas probabilisticos. Os
textos matematicos mais tradicionais do Ensino Médio trazem, para esse contetido, um
excesso de formulas e regras. Ja na parte inicial de combinatéria, o aluno se perde e fica
desmotivado a entender a Probabilidade, como uma teoria importante. Nao fica muito claro
onde essas situagoes e modelos podem ser importantes na vida cotidiana do aluno.

O excesso de formalismo nos conceitos e defini¢des contribui, de forma significativa,
para um baixo nivel de aprendizagem por torna-las enfadonhos. Por isso, nossa estratégia ¢
tratar do tema trazendo parte de sua historia. S6 depois fazemos a resolugao de problemas que

sejam interessantes aos alunos.
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Apresentamos alguns fatos historicos relacionados a Teoria dos Conjuntos e como isso

influencia a Teoria da Probabilidade. A teoria dos conjuntos moderna comegou com o
matematico alemao Georg Cantor (1845-1918). Ele fez uma tentativa real de classificar as
colecdes infinitas.Cantor em 1883 com o trabalho “Sobre Conjuntos Lineares” trata o infinito
como um ente matematico definido. Cantor disse que era possivel estabelecer uma
correspondéncia entre duas cole¢des infinitas, mesmo que uma seja apenas parte da outra. Ele
afirmava que duas coleg¢des (finitas ou infinitas) sdo equivalentes ou tem a mesma poténcia se
pudermos comparar elemento por elemento.

Precisamos saber lidar com os conjuntos, pois a Probabilidade ¢ uma fun¢do conjunto,
ou seja, ¢ uma medida da ocorréncia de determinado conjunto, que chamamos de evento.
Enquanto os conjuntos sdo constituidos por poucos elementos, nao existe dificuldade em
trabalhar com suas propriedades, como por exemplo contar seus elementos. Entretanto,
quando os conjuntos sdo finitos, mas com grande de elementos, ou, ainda, quando sdo
infinitos, ai sim necessitamos teorias robustas que, nos auxiliem no completo entendimento de
propriedades concernentes a esses conjuntos.

A Probabilidade, como teoria, s6 pdde avancar em relagdo ao seu cardter empirico
quando houve um real avango na Teoria dos Conjuntos. Matematicos como Cantor ¢ Emile
Borel (1871-1956), este ultimo um grande expoente da matematica francesa, assumiram papel
fundamental na criagdo da Teoria dos conjuntos, da Teoria da Medida e, em particular, na

Teoria da Probabilidade.

Discussio e Resultados

As defini¢des e resultados que apresentamos aqui sdo relacionadas as situagdes
baseadas em experimentos aleatorios, que, de acordo com James (2015), sdo aqueles que ao
serem repetidos em processos semelhantes, dentro de uma situagdo de regularidade,
produzem, em geral, resultados diferentes (mas que conhecamos o conjunto formado por
todos os possiveis resultados). Como exemplos mais comuns, temos o langamento de um
dado e a observagao da face voltada para cima e o langamento de uma moeda e a observagao
da face voltada para cima, sendo que no primeiro exemplo podemos ter seis resultados
diferentes {1, 2, 3, 4, 5, 6} e no segundo, apenas dois resultados {cara, coroa}. Por outro lado,
a nocdo de experimento deterministico, que € aquele que, de antemdo, sabemos o resultado

mesmo antes da realizacao do experimento, como, por exemplo, a observagao da temperatura
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de ebulicdo da agua (dentro de condi¢cdes normais de temperatura e pressdo), que € sempre

de 100 °C.

Os experimentos aleatérios, ou estocasticos, estdo presentes em muitas situagdes
cotidianas, como por exemplo, nunca sabemos quando a lampada de nossa sala deixara de
funcionar. Ou quem ganhara uma simples aposta, ou, ainda, se um voo especifico tera o
chamado Overbooking (uma expressdo em inglés que significa excesso de reservas, que
acontece quando a venda ou reserva de bilhetes ou passagens fica acima do numero de lugares
realmente disponiveis no veiculo ou lugar). Nem sabemos quando ira chover. E nesse
contexto que surge a Probabilidade, que mesmo ndo sabendo os resultados de experimentos
em tempo real, podemos olhar para traz e enxergar padrdes e estabelecermos modelos que nos
ajudem a fazer inferéncias e previsoes, ainda que submetidos a certas margens de erros, que
podemos controlar e ajustar.

Nos experimentos aleatdrios sdo produzidos os possiveis resultados, e esses possiveis
resultados sdo agrupados em conjuntos que sdo denominados espagos amostrais. O espaco
amostral possui subconjuntos, que submetidos a uma modelagem matematica, sao
denominados eventos. Assim, numa abordagem classica, a probabilidade de um

acontecimento (evento) A, que ¢ um subconjunto de um espago amostral S finito, de

resultados igualmente provaveis ¢ P(A) = %. Sendo N(A) e N(S) as quantidades de

elementos de A e de S, respectivamente.

Nesse, contexto cada elemento de um espaco amostral finito forma um conjunto
unitario, que chamamos de evento simples. A cada elemento a; do espago amostral,
associamos um numero P, que ¢ a sua probabilidade, com a condi¢do de que:
P, P..., P, =20,comP, +P, +---+ P, = 1.

Considerando que esse espaco amostral S é equiprovavel, temos que P =% e, dai,

P(A) = %, onde N(A) é o nimero de elementos de A e n = N(S) é o nimero de elementos
de S. Com uma abordagem mais tedrica, seja E um experimento aleatério com um espago
amostral associado S. A cada evento A C S associa-se um numero real, representado por P(A)
e denominado de probabilidade de A que satisfaz as seguintes propriedades (axiomas):

a) 0<P(A) <1,

b) P(S) =1;

¢) P(AUB) =P(A) + P(B) se A ¢ B forem mutualmente excludentes.
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Uma defini¢cdo mais geral, baseada nos axiomas de Kolmogorov, pode ser encontrada

em James (2015). Note que, abaixo, fica claro que a probabilidade ¢ uma fun¢do conjunto,
que a cada evento associa um numero, entre 0 ¢ 1, que quantifica (mede) o qudo provavel ¢ a
ocorréncia de um determinado evento. Apresentamos a defini¢do do Espago de Probabilidade
da seguinte maneira. Sejam E: experimento aleatorio e S: espago amostral associado a E
(Conj. de todos os possiveis resultados de E). Além disso, consideramos 3 a classe de
subconjuntos de S como a classe de eventos de S.

Assim, definimos P: medida de probabilidade sobre (S, J), ou seja,
P:3 —[0,1]¢é uma funcdo conjunto tal que

(i) VAe I ,P(4)=>0;

(i) P(S) =1;

(iii) 4, 4y, €3, 4NnA4,=0,i+j

= P(OAjj:iP(Aj).

Dizemos, entdo, que ( S, I3, P ) ¢ um espago de probabilidade.
Apresentamos, agora, algumas consequéncias dessa defini¢do. Seja S um espago
amostral associado a um experimento aleatorio. A, B e C sio eventos de S. A“¢é o evento

complementar de A.
a)P(@) =0; b)P(4°)=1-P(4); c)P(A—B)=P(A)—P(ANB);
d)P(AUB) =P(A) + P(B) — P(ANB); e) A, B ¢ C forem trés eventos quaisquer, entdo:

P(AUBUC)=P(A) +P(B)+P(C)—PANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC);
f)Se A c B, entdao P(A) < P(B).

Na Educacdo Basica ¢ dado um tratamento com enfoque principal voltado para o
calculo de probabilidades em espagos amostrais finitos. Isso limita muito e prejudica o real
entendimento do conceito de probabilidade. Devemos, sempre, estar preocupados com o bom
dominio da Teoria da Probabilidade, pois ele pode ser muito 1til na formagao de professores.
Em Lopes (1998) encontramos uma discussao sobre a introdugdo da Teoria da Probabilidade e
os conceitos de Estatistica na Educa¢ao Basica.

Aqui faremos o uso da geometria, ela que no ensino médio estd relacionado ao
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tratamento das propriedades relacionadas as formas geométricas e as medidas que podemos
obter dessas formas, mais precisamente: comprimentos, areas ¢ volumes. De acordo com
Smole Et. Al (2008) ¢ possivel compreendermos o ensino de geometria para o
desenvolvimento do raciocinio espacial. Sabendo-se que a geometria € o raciocinio espacial
estdo intimamente interligados. Com isso, o aluno pode ganhar muito na constru¢do das
representacdes mentais das figuras geométricas e das propriedades envolvidas. Segundo essas
autoras ¢ muito importante o desenvolvimento do pensamento geométrico, € que esse
desenvolvimento nao ocorre de forma rapida, e nem somente ao longo do ensino fundamental,
cabendo ao ensino médio uma parte consideravel dessa tarefa.

A Probabilidade, entdo, funcionard como um instrumento para o desenvolvimento desse
pensamento geométrico, com a aquisi¢do de diversas habilidades, além, ¢ claro, do
amadurecimento dos mecanismos envolvidos nos processos de modelagem dos espacos de
probabilidade.

No Ensino Médio, a abordagem de probabilidade se restringe aos casos finitos e
problemas, na maioria das vezes, de contagem de casos possiveis e favoraveis. O estudo
particular da probabilidade, junto a geometria, torna-se indispensavel, e, para isso, melhores
mecanismos didaticos devem ser propostos e estudados, a fim de aumentar o interesse.
Professores de Matematica do Ensino Médio devem apresentar com certa frequéncia
problemas de probabilidade, pois assim o aluno melhorard seu raciocinio e podera resolver
problemas que envolvam essa modelagem matematica, com viés aleatorio, que, como vimos
anteriormente, sao aqueles em que os resultados ndo podem ser determinados de antemao.
Woodward e Hoehn (1994) dao algumas possibilidades de como os Professores podem

trabalhar esse tema:

“Um dos caminhos possiveis seria a introdugcdo de um capitulo a parte sobre
probabilidade no curso atual. Uma alternativa melhor, no entanto, talvez fosse a
introdug@o oportuna de problemas bem escolhidos de probabilidade em geometria na
sequéncia de topicos ja existentes. Esse procedimento possibilita uma transi¢do facil
para a probabilidade, sem o rompimento da estrutura do curso atual.”
(WOODWARD, E.; HOEHN, 1994).

Queremos, assim, utilizar tais apontamentos e abordagens pedagogicas para mudar essa
tendéncia predominante empregada, que visa mais a automatizacdo de resolucdo direta de
problemas, do que a real compreensdo e a consolidacdo do raciocinio logico e criativo,
advindo de uma nova pratica mais interessante e contextualizada para os alunos.

Apresentamos, agora, algumas situagdes problema:
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Problema 1: Dada enumerabilidade do conjunto dos nimeros racionais, fazemos a

_-"e: 3}

P

seguinte pergunta: Qual ¢ probabilidade de se escolher, ao acaso, um numero no
intervalo [0, 1] e ele ser um numero racional ?

Para responder a pergunta acima definiremos um espaco de probabilidade, cuja medida

_ comp(A)

de probabilidade, sobre o espago amostral S=[0, 1], ¢ P(4) AcS. Ea

comp(S)’
probabilidade zero do conjunto Qﬁ[O,l] ¢ mostrada de maneira natural, usando a

enumerabilidade deste conjunto e a c-aditividade da fun¢do de probabilidade.
Indo ao Calculo da Probabilidade de se escolher aleatoriamente um ntimero no intervalo
[0, 1] e ele ser racional:

comp(A)

Dado o espago amostral S = [0,1], seja P(4)= , AcS.

comp(S)

Como QN [0,1] c Q, temos que

De modo que fica faltando apenas o calculo da probabilidade de cada evento

simples {r;} .

Sabendo que o comprimento de um intervalo fechado, mesmo que no caso degenerado,
¢ dado por comp([a, b]) =b—a, temos que:

plery) = omelind) _rimn 0 _

comp(S) T1-0 1

o0

Consequentemente, voltando em (I), temos que Z P ({7”,})= Z 0=0,
i=1 i=1

Concluimos ser zero a probabilidade de se escolher aleatoriamente um numero no intervalo
[0, 1] e ele ser Racional.

Exibimos entdo uma importante aplicacdo da Teoria de Probabilidade que pode ser
utilizada em sala de aula no Ensino Médio, porque proporciona o reconhecimento da medida
do conjunto dos niimeros irracionais como subconjunto dos nimeros reais. Mostramos que ¢

zero a probabilidade de se escolher um nimero do intervalo [0, 1] e este numero ser racional.
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Consequentemente, como {Qm[(), 1]}U {QC m[O, 1]}: [0,1], temos que ¢ de cem por cento a
probabilidade de se escolher um nimero do intervalo [0, 1] e este nimero ser irracional. Onde

C . , . . .
usamos (0° para representar o conjunto dos niimeros irracionais.

Problema 2:Extraido de Silva (2017).

Quando selecionamos um ponto ao acaso em uma parte limitada do plano ¢, também,
bastante razodvel supor que a probabilidade do ponto selecionado pertencer a uma certa
regido seja proporcional a area dessa regido. Assim,

Area da Regido A
P(4) =

Area da Regido D

Figura 1: Regido A contida na Regido D.

D

Fonte: Extraido de Silva (2017).

Agora, o problema: Escolhem-se, aleatoriamente, trés pontos num plano. Ache a

probabilidade de serem os vértices de um tridngulo obtusangulo.

Algumas informacdes uteis na solu¢do do problema: Triangulo obtusangulo ¢ aquele
que tem um angulo obtuso, ou seja, um angulo que mede mais do que 90 graus e menos do
que 180 graus. O Axioma da Tricotomia: Se a,b € R, entdo uma, e s6 uma, das seguintes
proposicdes ¢ verdadeira: a < boua = boua > b.

A Resolucao do problema:Antes de mais nada, podemos assumir que os trés pontos
formam um tridngulo, pois a probabilidade de serem colineares ¢ (praticamente) nula.

Seja AB o maior lado do tridngulo. Utilizando esse lado para base do tridngulo, trace a
semicircunferéncia AFB. Trace, também, com centro em A ¢ em B e tomando para raio a
distancia AB, os arcos BDC e AEC, que se intersectamem C.

Concluimos, facilmente, que o outro vértice do tridngulo ndo pode estar no exterior da
Ogiva, representada de base AB e vértice C, uma vez que, por hipétese, AB é o maior lado do

tridngulo. Se o terceiro vértice M pertencer a Ogiva e ndo pertencer ao semicirculo, entdo o
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triangulo ABM ¢ acutangulo. Se o terceiro vértice M pertencer a semicircunferéncia, entdo o

triangulo formado sera retangulo em M. Se M pertencer ao semicirculo, entdo, pelo Axioma

da Tricotomia, concluimos que o tridngulo serd obtusangulo.

Figura 2: Semicircunferéncia AFB e ogiva.
C

A B
Fonte: Extraido de Silva (2017).

Assim, a probabilidade P procurada é:

Area do semicirculo s

Area da Ogiva w
— , , . wa?
Tome AB = 2a. Desse modo, a area s ¢ iguala s = -~

w = 2 - Area do setor circular ABCD — Area do AABC

Assim,
4 - a? 41
= —+/3a? = 2-<__ )
w c a a 3 V3
2 3
P=5 2 =
ln—V3 g_&83
3 T
p 3
6V3
8=
Conclusoes

Com nosso artigo atendemos aquilo que diz respeito as no¢des de Probabilidade que

devem ser apresentadas aos alunos na Educagao Basica. Realcamos a importancia de estudar

probabilidade e os fendomenos aleatorios, € de que a partir desses conhecimentos os alunos
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podem entender conceitos e palavras relacionadas a chance, incerteza e probabilidade, que

aparecem na nossa vida cotidiana, particularmente nos meios de comunicagdo. Esses
importantes conceitos abarcam a compreensao de que a probabilidade ¢ uma medida da
certeza, que os modelos sdao TUteis para simular eventos, para estimar probabilidades, e que
algumas vezes nossas intui¢des sdo incorretas € podem nos levar a uma conclusdo equivocada
no que se refere a probabilidade e a chance.

Nas situagdes € nas experiéncias em que existe o carater aleatorio, os estudantes
necessitam aprender a descrevé-las em termos de eventualidades, associa-las a um conjunto
de eventos elementares e representa-las de forma de um modelo. Os alunos precisam também
dominar a linguagem de eventos, levantar hipdteses de equiprobabilidade, associar a
estatistica dos resultados observados e as frequéncias dos eventos correspondentes, e utilizar a
estatistica de tais frequéncias para estimar a probabilidade de um evento dado.

Além disso, contribuimos para o melhor conhecimento da historia dessas teorias, tdo
importantes nas ciéncias exatas. Nesse sentido, com uma melhor abordagem desse tema, o
aluno tera a condi¢ao de perceber a existéncia de diversos tipos de problemas e modelagens

probabilisticas.
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