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RESUMO: Esta pesquisa trata-se de uma proposta de atividade a partir de materiais concretos, em
especial o bilhar eliptico. Apresentamos uma importante propriedade das conicas, a propriedade
refletora, cujas aplicacdes € encontrada em diversas areas das ciéncias e até em situacdes mais simples,
daremos énfase as demonstra¢des, voltada para essas propriedades devido as suas importantes
aplicagOes nas areas de arquitetura, Otica, astronomia e fisica, em termos fisicos a reflexdo consiste na
mudanga da direcdo de propagagdo da energia ou seja, consiste no contragolpe de parte da energia
incidente em dire¢do a regido de onde ela é oriunda, apds entrar em contato com uma superficie
refletora. A reflexdo é um fendmeno que pode se dar por um carater eletromagnético ou mecanico,
nesta pesquisa ela tem carater mecanico, pois o carambola sera refletido para o outro foco, caso o
ponto inicial do carambola, seja a mesma posi¢do de um dos focos da elipse ou se 0 mesmo passar por
um dos focos, sera refletido para o outro foco no qual esta localizado a cagapa. A demonstragdo aqui
apresentada possibilitam uma excelente oportunidade para os discentes presenciar tais aplicagdes
possibilitando os mesmos adquirir o interesse pelas curvas conicas e a geometria. Para as propriedades
de reflex@o, apresentamos uma demonstragao por meio da inclinagdo dos raios focas e a inclinagao da
reta tangente, utilizamos derivadas ¢ uma propriedade trigonométrica. A construgdo de uma mesa de
bilhar em forma de elipse ¢ uma maneira de mostrar aos discentes, de forma concreta e simples, suas
principais propriedades das elipse.

Palavras chaves: Bilhar Eliptico, Propriedade Refletora, Curva Eliptica.

INTRODUCAO

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (Lei n° 9.394/96),
partimos do principio de que toda situacdo de ensino e aprendizagem deve agregar o
desenvolvimento de habilidades que caracterizem o pensar matematico. A aprendizagem por
meio de uma forma ludica permite ao estudante obter conhecimentos matematicos através de
um processo alternativo ao invés do ensino tradicional e mecanico, esta forma de ensino
permite que os alunos potencializem a discussdo de ideias nas aulas e construa um
pensamento critico sobre o assunto abordado. A escolha de contetidos deve ser cuidadosa e
criteriosa, propiciando ao aluno uma aprendizagem, por meio de um processo investigativo

que o auxilie na apropria¢do de conhecimento.

O bilhar ¢ qualquer jogo realizado em uma mesa utilizando tacos e bolas. No caso do

bilhar matematico o diferencial esta no formato da mesa de jogo, pois, a mesma ¢ construida a

parti do esbogo de uma curva no qual o jogo ¢ jogado com apenas uma bola.
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Matematicamente em outras palavras, a bola ¢ representa um ponto e descreve uma trajetoria

sobre a mesa por um segmento de reta que ao atingir a tabela da mesa ¢ refletida com o

angulo de reflexdo igual ao angulo de incidéncia.

Os materiais manuseaveis sao instrumentos que contribuir para desenvolvimento dos
conceitos matematicos, auxiliando a compreensdo das situacdes mais abstratas. Porém
nenhum material sozinho ¢ garantia de éxito no ensino aprendizagem, pois os mesmo devem
ser utilizados pelos docentes apés um bom planejamento pedagdgico. Nessa perspectiva, o
bilhar eliptico ¢ uma ferramenta com potencial, pois sua utilizagdo do contribuir, para o

debate e a discussdo de forma mais interessante.

METODOLOGIA

Trata-se de uma proposta de ensino para curva eliptica, utilizando materiais concretos,
através construgdo de uma mesa de bilhar em forma de elipse com uma proposta de
demonstrar de forma visivel e simples suas principais propriedades da referida curva. O

estudo ocorreu no periodo de agosto de 2018, ja no inicio de sua constru¢do da mesma.

Fixemos um plano e dois de seus pontos, F1 e F2, F1 + F2, chamados focos. Assim,
pela definicao de elipse em um plano, dados os pontos F1 e F2, F1 + F2, e a > 0 tal que 2a >

[F1F2|, elipse € o lugar geométrico dos pontos P tais que a soma de suas distdncias a F1 e F2 e

2a:

IPF1| + |PF2| = 2a.

F1 e F2 sdo os focos. O termo foco ¢ utilizado devido as propriedades de reflexao das
conicas e suas aplicagoes.

Iniciamos a constru¢do da mesa de bilhar, pelo molde da curva que ird acomodar as
tabelas da sinuca. Utilizamos uma forma bem simples para desenhar com perfeicao a curva.
Para o esbogo da elipse, fixamos dois parafusos que tomamos como sendo os focos F1 e F2
em um pedago de MDF com as seguintes dimensdes 47cm por 38cm e amarramos em cada

um dos focos um barbante.
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Figura 01: Esbogo da curva

Fonte: Autoria propria.
Com a ponta do lapis estendemos o barbante mantendo-o sempre estendido a0 maximo
conforme a figura abaixo, movemos o lapis em um sentido até uma volta completa.

Figura 02: Esbogo da curva

Fonte: Autoria propria.
Como a medida do barbante ndo alterou, tem-se que a soma entre as distancias entre

qualquer ponto da curva da elipse e os focos ¢ constante e igual ao comprimento do barbante,
que € 2a.

Fi 03: Esboco da curva

Fonte: Autoria propria.
Com a ajuda de uma serra tico-tico realizamos o corte que foi desenhado, essa pega ird

receber uma borracha que realizara a fun¢do da tabela, denominaremos essa pega de tabela.

Figura 04: Confeccionando a tabela

Fonte: Autoria pria
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Apo6s colar em todo seu contorno a borracha iremos para o proximo passo, que
consiste em confeccionar a mesa. Para a mesa da sinuca utilizamos um pedago de MDF com
as seguintes dimensdes 52cm por 42cm, com a ajuda de uma furadeira realizamos um furo em

um de seus focos.

Figura 04: Confeccionando a tabela
o ul

Fonte: Autoria propria.

O préximo passo consiste em grampear um tecido cobrindo toda a area das duas pecas,
que ¢ a tabela e a mesa. Apos grampear o tecido em ambas as pecas, fixamos a peca da tabela
na mesa com parafusos de modo que a tabela fique por cima criando uma barreira por onde a
bola ird ser langada, obtendo uma unica pega.

Figura 05: Sinuca eliptica

B =
Fonte: Autoria propria.

RESULTADOS E DISCUSSAO

No bilhar eliptico ao langa o carambola em dire¢do a um dos focos da elipse ou a
posicao inicial do carambola for a mesma posi¢ao do foco, que podera ser tacado em qualquer
direcdo, o carambola passard pelo outro foco, que € a cacapa da sinuca, fato ¢ resultado de
uma importantes propriedades das elipses. A propriedade refletora da elipse diz que qualquer
raio que passa por um dos focos ¢ refletido em direcdo ao outro foco, como demonstrado na

Figura 06. Tal comportamento torna-se util para explicar o porqué das elipses serem usadas

nos espelhos odontoldgicos, aparelhos de radioterapia e outros.
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Figura 06: Reta Tangente a Elipse
;

Fonte: Autoria propria.
Consideremos P(x, y) qualquer ponto da elipse e L uma reta tangente (Em vermelho )

a elipse no ponto P. consideremos al e a2 angulos formados pela reta tangente L e raios focais
rl e r2 respectivamente, O1 ¢ ©2 angulos formados pelos raios focais rl e r2. [remos mostrar
que ol = 02:

Sabendo que a equagdo da elipse ¢ da forma:

§+§=1,cOma>b

Colocando a equagao da elipse em fungao de y temos:

2 2

V X

o 1- 3

b a
b2x?

2 — 1.2

e

XZ
2 __ 1.2
y =b%x(1- )

KZ
y= [bf=(1-3)

b
y=—*a’—x* ()
a
Derivando y temos:
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b
y' = (Cryal—x2)
a

, b 1 —2x
¥y =— - — —
a 2 a2 —x2
, b —X an
e
¥ a az _ XZ
Encontramos a inclinagdo da reta tangente L que ¢ dado por y’, logo a inclina¢do da

reta normal N ¢é da forma:

vVa?— %l

N 2 II
- ——
b L)

Como as retas tangente e a normal sdo perpendiculares, temos que:

N*y'=-1

Vamos colocar (1), (II) e (IIT) em fungdo de y0 e x0, portanto temos:

b
y0 = —=4/a% — (x0)?
a
b —x0
a L ja® —(=0)?
a ./a?—(x0)?
- 000 -
b x0

Logo temos que a reta normal ao grafico da elipse em P possui equacao:

{2 __ 0 2
F—Ff':%*—a ﬂ{x} * (x — x0)
X

Substituindo o valor de y0, temos:

b z_ 0 2
y— CodaT =G =2 YO g
d X
Para y =0, temos:

_G*m)z(gt—w)tk{%tm}

=0

x0

- CovEEw) + G v - (1 ).

(a* —b?) = (a? — (x0)?) _ (E LV al — [xﬂ}z) . s

axh b =0
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Sabendo que a? - b> =¢?

c? = (fa? — (x0)?) _ (E LV a?— [xﬂ}z) N

a*bh b x0
c?=(fa? —(x0)%) b x0
t{:—t—}=x
axb a Ja*— (x0)*
c* 0
—=x0=x
22
c? 0
X= —S*Xx
22

Zz
. . . c
Ou seja, reta normal N intercepta o eixo no ponto x = i x0.

Temos que:
o? o? o?
x0<a,logox = Z*x0<z*a=—

~ . 1 1
Temos entdo: Como ¢ <a, ouseja — < -,
a C

2 2

=]
A
=]
Il
(@)

o
o

O que podemos concluir que:

-c<x<c¢
Logo a reta normal a elipse passa entre os segmentos PF1 e PF2 o que implica que al

e a2 sdo agudos. A inclina¢do do segmento PF1 é m1 = x:‘—ic e a inclinagdo do segmentos PF2

ém2= R a inclinacdo da reta tangente é — by X
x0+e ¢ g PR e S

Temos que Tan al e Tan a2 representa a tangente do angulo entre duas retas e seus

coeficientes angulares ¢ dado pela formula trigonométrica:

Tanla)—-Tan(k)
1+ (Tan(a)«Tan(h})

Tan (a-b) =

Por (IIT) temos a que a inclinagdo da reta normal ¢ da forma:

a +a?—x?
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Logo temos que:
( ) w0 )_(a -
2 Jel-xo)2/ \b (x0-c) )
Tan al = *
14 ( b o )3(3 et
2 %o} \B txn—r:n)
b [ Xo#(xD—C) +|:*.'413—x2 s/ 52-x2)
a* |:,‘.'az_ (o) z}‘ (-]

Tan al = 1+(_ TToan )
&%« (xo-0)

b (xnt[xn—l:'] +(2%-x%)
e
a /82— (x0) % J« (m0—
Tan al = e E“[zn—:']— T

( &% = (xo-c) )

_|_b ((x0)—x0e+a®—(x00%)= (2?) « (x0—c)
Tan ol a * ([*"'az—(xﬂ}zjs (x0—c) #(a2x0 — a%c —bIx0)
_|_Bb ([(e0) 2=z + 22— (2007« [27)
Tan ol a * ((ﬂz.xrﬂ —alc —bzxﬂ}sc[ﬁ"'az—(xﬂ}z)

Tan al = [— (a #b) « ( ((x0)2—x0c+a?~(x0)%)=(a?) )‘

(?x0— a%c —bix0) s[-."'az— (0} 3)

Tan ol = |— (axh) . ( a® —{ x 0sc) )
(Ja—G0?)  \[la%x0 - a?)s (e —57) « x0)

| (ash) a? — (x0=c)
Tan ol = ‘ { W}* ({(xug(az—bz}j—ﬂzac))‘ (IV)

o
Sabendo que:
az-b2=c?

Substituindo em (IV) temos:

_|_ (asb) a? — (x0s=c)
Tan ol = {%Faz—(xu}z)* (I:.xﬂsc (62— ) scc}.}‘
T 1=|- (a=h) . ( g% — (x Oxc) )
ana |[..,-'az—(xu}3) —c+((a2—x0)sc)

Tan ol = |- (a=h) . ( a® — (x Oxc) )
{yJaz—(xﬂ}z) —cx |:r.1z — (0% r..'}:I

T 1= (a=h)
an ot = o 1"'33—(::0}3

Para Tan a2:
( b =mo )_ 2 yei-x?
& a2 o) b (mo+c)
"

b X0 8 4 Bi-xt
1+(( 1 ,‘.'az_[xnjz)ﬁ(b [Ro+C) )

Tan 02 =
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b, (xm[xm £l +[«'ﬁw‘m)

8 |:.,-'az— [®D) 3}4- [KD+C)

Tan a2 =
b2«
1+ (_az “ [x:: :'])
_Eg (xn s(xo+c) +(B2-x?)

|2 /22— (xo) 2 e [xo+

Tan a2 = (33[: [mo+c)- b2 oxn)
&2 % (X0+C)

| 1_:| ((xﬂ}z—xﬂc+ Ez—(xﬂ}zji-c (Ezzl #[x0+e)
Tan a2 a ¥ ([q"'az—(xﬂ}zjs (x04c) #(a2x0 — aZc —bIx0)

| E (ﬂxﬂ} 3—xﬂc+r13—(xﬂ}3:|sc |[r13:|
Tan a2 a * ((ﬂ“.xfﬂ —a%*c —bzxﬂ}ic[-.,"a“—(xﬂ}z}

|- ((x0)2—x0cta?~(x0)%)« (a?)
Tan o2 (axb) ((szu — a%c —b0)+{ 3P (x0))

Tan o2 = |- (ashb) . ( a® = (x O=c) )
|:-.,-'a'3— (20 3) (aZs (x0—a?)  c —bZex0)
_|_ (a=h) a? — (x D)
Tan 02 = |[-."'a'3— (00 3) * (l:.x.'ﬂ #(a2-b)—( el }:I)‘ V)
Sabendo que:

az-bh2=c?

Substituindo em (V) temos:

Tan o2 = |- (a=h) . ( a® — (x Ds=c) ]
(Jai—Gx0)F)  \((x0+c2)—(a%e))

Tan o2 = |- (a=h) . ( a® — (x Oxc) )
|[-.‘-'a'3—(xﬂ}3) —c+(a? - (x0:c))

Tan o2 = |- (a=h) . ( a® — (x Oxc) )
{Mfaz—(xﬂ}z) —cx(a?—(x0=c))

(a=h)

Tan a2 = Tm JE—ooe

Como Tan al = Tan 02, temos que al = a2.

Portanto se ap0s realizar a tacada a bola passar sobre um dos focos, pelas propriedades
da elipse demonstradas neste trabalho, ela sera refletida em direcao ao outro foco.

Para exemplificar o funcionamento da mesma, consideremos, o ponto inicial do

carambola, seja a mesma posi¢cdo do foco da elipse (F1), se a cacapa estiver localizada no

outro foco (F2), independentemente da dire¢do em que se jogue, com uma forca suficiente

para bater em pelo menos uma tabela, o carambola ira ser refletido para o outro foco, que ¢
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F2, como em F2 estd a cagapa, o carambola sera encagapado, outra possibilidade é que

independentemente da posicdo inicial do carambola, mas se for tacado em direcdo ao foco
(F1), de modo que passe pelo foco (F1), com uma forca suficiente para bater em pelo menos

uma tabela, o carambola ira ser refletido para o outro foco e o carambola sera encagapado.

CONSIDERACOES FINAIS

A utilizacdo dos materiais concretos, em sala de aula, deve estar relacionada aos
objetivos que se deve alcangar, visto que sdo recursos que possibilitam ao discente reconhecer
conceitos matematicos de forma mais prazerosa e palpavel, incumbindo o professor mediar e
apresentar o material como uma possibilidade a mais para o ensino e aprendizagem, contudo
os materiais concretos ou didaticos ndo sdo os unicos recursos, tampouco o mais importante
para o entendimento da matematica, muitas vezes o docente tem a sua disposicdo um bom
material, mas ndo sabe aproveitar o madximo ¢ necessario realizar um bom planejamento antes
de levar até a sala de aula. Seu uso deve estar ligado a proposta de ensino, pois sdo excelentes
ferramentas de aprendizagem, mas por si s6 ndo garantem o conhecimento, assim como a
aprendizagem.

A utilizacdo de materiais concretos no ensino de conceitos matematicos, tem varios
designios, entre eles ¢ tornar o aprendizado mais prazeroso, tendo em vista que esses recursos
podem facilitam a a¢do docente e que possibilitam aos alunos manipulé-lo.

O objetivo principal era apresentar um material concreto, mais precisamente a sinuca
coOnica como recurso didatico para o ensino das conicas e nortear a confeccdo da mesma assim
como também demonstrar o funcionamento da propriedade refletora de uma forma prazerosa

em forma de bilhar.
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