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Introducéo

Em pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem do célculo temos encontrado a evidéncia de diversas
dificuldades que os alunos tém em compreender os conceitos basicos subjacentes ao Calculo
(Bagni, 2005; Bezuidenhout, 2001, Cornu, 1991, Orton, 1983; Tall, 1996). Uma dificuldade
especial parece estar relacionada com o conceito de limite matematico. A este respeito, seja como
base conceitual para a aprendizagem do calculo ou como ponte entre o raciocinio concreto
matematico e o pensamento abstrato matematico dos alunos, entendemos que o conceito de limite é
um desafio para muitos alunos (Bagni, 2005; Burn, 2005; Cornu, 1991; Gigcler, 2013; Juter, 2006a;
Odafe, 2012; Swinyard 2011, alto, 1991, Tall, 2009). Um dos principais problemas reside na
diferenca entre as concepcdes intuitivas de limite dos alunos e sua definicdo formal (Bagni, 2005;
Burn, 2005; Cornu, 1991; Cottrill et al, 1996. Gicler, 2013; Juter, 2006a; Moru de 2008; alto &
Vinner, 1981; Williams, 1991). De fato, a abordagem da intuicdo evidencia um obstaculo com a
definicdo. Este obstaculo é qualquer coisa que dificulta a aprendizagem dos alunos (Moru, 2007),
nossa leitura da literatura tem trés formas de obstaculo identificado, ligados a normalmente as
dificuldades dos estudantes para acomodar as novas ideias (Tall, 1991). Eles podem ser de uma
natureza epistemoldgica, devido a razbes internas da propria matematica (Brousseau, 1997;
Sierpinska, 1987); natureza cognitiva, devido aos processos de abstracdo e conceituacao
envolvidos (Cornu, 1991, Dubinsky, 1991; Sfard, 1991; Alto & Vinner, 1981) e de natureza
didatica, devido a natureza de ensino e aprendizagem (Brousseau, 1997). A seguir, resumimos 0
que a literatura tem a dizer sobre a natureza e fontes destes obstaculos ao ensino e aprendizagem do

conceito de limite.

Obstaculos Epistemoldgicos

Obstaculos epistemoldgicos, como consequéncia caracteristica de natureza do proprio conceito de
limite (Herscovics, 1989). A este respeito, Sierpinska (1990) escreve sobre a conscientizacdo destes
obstaculos;

O momento em que descobrimos que ha algo errado com este conhecimento (ou
seja, a conscientizacdo de um obstaculo epistemoldgico), compreendemos e
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agimos, iniciando um novo saber. Esta nova maneira de saber, por sua vez, pode
comecar como um obstaculo epistemoldgico ocasionada por uma outra situacao.
(SIERPINSKA, 1990, p. 28, tradugdo nossa)

Em termos gerais, trés fontes principais de obstaculos epistemoldgicos do ensino e da aprendizagem
de limite foram identificadas. Estes estdo relacionados com o desenvolvimento historico e
formalizacdo do conceito de limite, a natureza dos conceitos utilizados na sua formalizacdo, e a
natureza dual do conceito implicito no simbolo limite (Bagni de 2005, Cornu, 1991; Gugcler, 2014;
Sierpinska, 1987).

Desenvolvimento histdrico e formalizacdo do conceito de limite

Estudando a histéria do desenvolvimento de um conceito matemético pode indicar a presenca de
obstaculos epistemoldgicos (Cornu, 1991). Historicamente, o conceito de limite desenvolvido a
partir da necessidade, por exemplo, de calculos de area para resolver antes da introducdo do
teorema fundamental do calculo. Seu desenvolvimento levou matematicos primeiros a lidar com
quatro principais obstaculos epistemolégicos; falha de conexdo no¢des geométricas e numéricas do
conceito, a noc¢do de infinitamente grande e infinitamente pequeno, o aspecto metafisico da nogdo
de limite e lidar com o inatingivel fisica do proprio limite (Cornu, 1991). Esta questao tem irritado
muitos professores de matematica, destacando que no desenvolvimento do conceito de limite os
alunos tém encontrado dificuldades repetidamente na aprendizagem do conceito de limite (Juter,
2006a; Juter, 2006b). Os erros dos alunos aparecem geralmente quando os mesmos resolvem
problemas conceituais que acabam evidenciando obstaculos epistemoldgicos (Cornu, 1991). Por
exemplo, na investigacdo dos obstaculos epistemoldgicos encontradas pelos alunos de graduacéo,

Moru (2008) encontrou excesso de generalizacao e a tomada do limite como o valor da funcéo.

A natureza dos conceitos utilizados na formalizagdo do conceito de limite

As principais fontes de obstaculos epistemol6gicos ndo sdo apenas relacionadas com o conceito em
si, mas também limitar a conceitos que sustentam o desenvolvimento e formalizacdo do conceito.
Um dos conceitos importantes para a conceituacdo de limite € o conceito de funcdo, que apresenta
conceito conceptual como dificuldades de limite e, portanto, € problematico para os alunos
(Pettersson, 2012). Além disso, Szydlink (2000) mostrou sobre as crengas que os estudantes tém em
relacdo ao infinito, funcdes e nimeros reais no qual pode criar também barreiras na compreensao

dos limites. Estes conceitos tém dupla natureza (Sfard, 1991). Assim sendo, estes obstaculos séo
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duplamente refletidos nos conceitos identificados. Com relacdo ao infinito, um ponto de discusséo

entre 0os matematicos anteriores e ainda um desafio para os estudantes (Juter, 2006b), obstaculos
heuristicos sdo refletidos duplamente na distincdo entre se o infinito pode existir (obstaculo
heuristica - estatica) ou é simplesmente um processo (obstaculo heuristica-cinética). Alem disso, a
extensdo ao infinito que foi domesticado e seu aspecto metafisico para o grande obstaculo reflete
eliminado. Com relacdo as funcgdes, uma visdo de fungBes como conjuntos de valores cria
obstaculos heuristicos, para funcionar como a visualizacdo considerando uma expressao analitica
alude a um obstaculo rigoroso (Sierpinska, 1987). Uma terceira fonte de obstaculo epistemolégico
podem ser encontrados em relacdo aos numeros reais, onde incapacidade de compreender as suas

propriedades heuristicas subjacentes criam obstéaculos.

A dual natureza do conceito de limite implicito no simbolo

Os simbolos matematicos em aritmética, algebra e célculo tem uma natureza dupla, assim como o
simbolo usado para representar o limite (Gray & Tall, 1994; Alto, 2000), o que cria obstaculos de
aprendizagem para os alunos. A representacdo simbdlica do limite, lim x — f (x), implica num
processo que nunca termina que, potencialmente, um processo de 'tendendo’, ‘chegando perto', 'tdo
préximo' bem como um objeto em si (Gray & Tall, 1994). O primeiro é geralmente representado
por palavras que significam movimento, e centra-se sobre o comportamento da funcdo perto do
ponto de interesse. Este ultimo, Considerado como um objeto matematico, concentra-se na
conclusdo do processo, uma quantidade estatica ou um objeto matematico, que pode ser usado para
outros fins. Esta mudanca de interpretar o limite evidencia uma dinamica de obstaculos estaticos

criados para a aprendizagem.

Obstaculos Cognitivos

Que os obstaculos cognitivos sdo obstaculos sdo encontrados no processo de aquisicdo de novos
conhecimentos. Baseando-se em Herscovics (1989), Mallet (2013) escreve que um obstaculo
cognitivo é "uma situacdo onde uma estrutura mental existente é apropriado para um dominio, mas
causa dificuldades na aprendizagem em outro dominio devido a incompatibilidade com a nova
situacdo ou conceitos" p. 152 (traducdo nossa). Assim, quando os estudantes se encontram novos
conhecimentos, o conhecimento prévio sua pode ndo ser compativel com o novo,

Resultando em conflito cognitivo entre os dois (Tall & Vinner, 1981; Alto, 1991). Muitos destes

obstaculos cognitivos surgir como consequéncia do processo de abstragdo envolvidos na
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formalizacdo do conceito. Por exemplo, estudos tém diferencas entre a defini¢do formal do conceito

de limite e a imagem que os alunos usar em sua mente quando se trabalha com ele, RESULTANTE
frequentes em uma incompatibilidade entre imagem do conceito do individuo e sua definicdo
formal identificados (Parameswaran, 2007; Tall & Vinner, 1981). O mais abstrato do conceito, a
experiéncia Dificuldades mais conceitual e os alunos sdo menos capazes de coordenar Eles Seu
conceito Com as imagens de definicdo de conceito, semeando as sementes de futuros obstaculos
cognitivos (Tall & Schwarzenberger, 1978). Além disso, como discutido acima, quando se
apresenta com a representacdo simbdlica do limite, os estudantes encontram frequentes distinguir
entre o processo de encontrar o limite e o valor associado (Kidron, 2008). Ou seja, a incapacidade
de ver semelhancas e diferencgas entre os dois provocam obstaculos cognitivos. Em termos globais,
0s estudantes tendem a passar por um processo dinamico de visualizacdo de um objeto, mas nao
uma visao estatica do limite, consequéncia de que eles ndo podem ver a interacdo entre os dois
(Bagni, 2005; Parameswaran, 2007; Williams, 1991).

Obstaculos Didéaticos

Surgem obstaculos didaticos, como consequéncia da natureza de ensino e aprendizagem; as
maneiras o conceito é apresentado em livros didaticos, o sequenciamento de conceitos associados e
instrucional tomada de decisdo dos professores. Além disso, devido as tentativas dos intervenientes
para abordar obstaculos epistemoldgicos e cognitivos, os obstaculos didaticos tendem a contribuir
para a sua circulacdo criacdo maneira (Robert & Speer, 2001). Por exemplo, alguns livros didaticos
introduzir o conceito graficamente, alguns verbalmente e intuitiva, e alguns algebricamente. Estas
diferentes formas de privilégio diferentes abordagens que podem ou conhecimento ndo podera mais
tarde ser compativel com formalizacdes e definigdes. Por exemplo, alguns livros didaticos de
calculo apresentar primeiras tabelas de valores que sdo representados graficamente. Entdo, o
conceito de limite para introduzir de forma intuitiva. Um exemplo particularmente encontrado em
muitos livros didaticos é o fornecimento de uma tabela de valores onde os alunos devem aproximar
valores pequenos, 0 que incentiva os alunos a acreditar, ndo sé o limite que & um processo de
aproximacdo, mas pequenas quantidades também que pode ser ignorado (Parameswaran, 2007). Na
verdade, ensinando que processual enfatiza ao invés de aspectos conceituais de limites pode resultar
em entendimentos do conceito como procedimentos isolados (Bezuidenhout, 2001), os problemas
que podem ser atenuadas através do ensino que enfatiza as conexdes entre geometrica, numérica,

algébrica e representacfes verbais dos alunos do limite (Stewart, 2008). Assim, o que Cornu (1991)
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descreveu como a falha dos estudantes ndo pode ser atribuida apenas para estudantes, mas também

para professores, livros e curriculos. Por exemplo, falhas de professores para ajudar os alunos para
vincular o conceito de limitar seu desenvolvimento histérico pode ser considerado como uma fonte
de descontinuidade, um obstaculo potencial didatico, entre matematica elementar e avangado. Além
disso, enquanto os estudantes tendem a adotar o discurso relacionado com o limite dos seus
professores, seus usos das mesmas caracteristicas discursivas tendem a fundamentar uma narrativa
de limite como um processo em vez de objeto limite como um processo e ndo como limite de

objeto, o que implica uma provavel falta de comunicacdo quanto ao discurso sobre limites.

Um exemplo de obstéculo epistemoldgico

Embora a pesquisa esteja ainda no ambito inicial, discutiremos alguns resultados encontrados a
principio na analise de 1 de 5 questdes teoricas aplicadas a estudantes do 2° semestre de
Licenciatura em Matematica de uma determinada Universidade particular do Estado de S&o Paulo

explicasse 0 que significa dizer: dada uma fungdo f , o limite f(x) , quando x tende para um

namero a, é igual a L. Observamos que nenhum estudante, dos 22 investigados deixou de
responder, porém, todos apresentaram defini¢cGes informais em que o limite se aproxima de um
valor ou tende a um valor, sem alcanca-lo. Tomemos a exemplo a resposta do estudante A10, logo

abaixo.

Fig. 01- A10

Embora ndo colocamos neste artigo todas os questionamentos aos alunos, podemos considerar que
0s principais problemas destacados foram: a nocéo intuitiva do conceito e a dificuldade de trabalhar
com questBes que ndo envolviam procedimentos, 0s pontos de ndo continuidade. Estudar contetidos
abstratos da Matematica ja é um trabalho arduo para muitos estudantes e quando esses conteldos
ndo fazem sentido, conceitualmente falando, as dificuldades se agravam. Ha um grande desajuste
entre executar o célculo do limite e entender seu significado (CORNU, 1991), especificamente
quando se trata de expressoes “tender a” e “ter limite”. Realizar corretamente o calculo do limite de
uma funcdo ndo garante a aprendizagem do mesmo e os resultados da pesquisa nos mostram a

importancia de se trabalhar com problemas conceituais, para acompanhar a aprendizagem do
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estudante. E importante salientar que ainda estamos em fase inicial de pesquisa e temos ainda muito

0 que percorrer.
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