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Resumo: Este texto relata a experiéncia de se ministrar disciplinas optativas sobre os niimeros transreais € a
transmatematica a estudantes das licenciaturas em matematica ¢ em fisica. A transmatematica ¢ a reunido de
todos os assuntos desenvolvidos a partir dos nlimeros transreais, seja utilizando-os ou motivando-se neles.
Os numeros transreais sao uma extensdo dos numeros reais que permitem a divisdo por zero. Eles foram
criados pelo cientista da computagdo James Anderson com o objetivo de serem aplicados a computagdo.
Desde entdo, diversos aspectos da transmatematica t€ém sido desenvolvidos, como por exemplo: o célculo
transreal, propondo uma topologia e uma métrica ao espaco transreal e definindo derivada e integral de
fung¢des neste dominio; os nlimeros transcomplexos, com sua topologia, métrica ¢ fun¢des elementares; e
aplicagdes dos nimeros transreais na logica, com a seméntica total, o modelo transreal para o espago dos
mundos possiveis e o modelo transreal para o espago das proposi¢des. Esses topicos da transmatematica
foram introduzidos a estudantes de graduacdo por meio de disciplinas optativas semestrais entre os anos de
2014 e 2017. Este texto faz uma breve explanagdo sobre o que sdo os nimeros transreais, apresentando a
motivacdo e a forma com a qual foram estabelecidos e explicando como se da sua aritmética. O texto ainda
relata os objetivos de se propor disciplinas sobre os niimeros transreais € a transmatematica a estudantes de
graduagdo; expde os topicos estudados nas disciplinas em cada semestre; comenta a recepgao, por parte dos
estudantes, dos temas propostos; e apresenta as impressoes do professor regente da disciplina.
Palavras-chave: nimeros transreais, transmatematica, divisdo por zero.

1. Introducao

O objetivo deste texto ¢ relatar as experiéncias vividas pelo presente autor ao ministrar
disciplinas optativas sobre transmatematica e nimeros transreais nos cursos de Licenciatura em
Matematica e Licenciatura em Fisica do IFRJ (Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia
do Rio de Janeiro) campus Volta Redonda entre os anos de 2014 ¢ 2017.

Os numeros transreais sio um conjunto numérico, uma extensdo dos numeros reais, que
possuem uma estrutura aritmética capaz de admitir a divisdo por zero. Este novo conjunto foi criado
do fim dos anos 1990 para o inicio dos anos 2000 pelo professor e doutor em ciéncia da computagao
britanico James Anderson (ANDERSON, 1997, 2005). Anderson, na qualidade de pesquisador em
computagdo, percebeu que os computadores tém uma limitagdo de processamento devido a ndo
totalidade da aritmética sob a qual operam. Os computadores utilizam os numeros reais e tais
numeros ndo possuem uma aritmética total. Isto é, ndo se pode efetuar as quatro operagdes

aritméticas basicas entre quaisquer nimeros reais. Existe uma restricdo. Como ¢ sabido, a divisao
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por zero ndo ¢ permitida. Diante de tal questdo, James Anderson propds um novo conjunto que

deveria conter os nimeros reais e permitir a divisdo por zero.

Desde sua criacdo, diversas pesquisas tém sido feitas sobre, ou aplicando, o conjunto dos
numeros transreais. O primeiro assunto pesquisado foi, ¢ claro, a criagdo e a programagao de
computadores utilizando os nimeros transreais (ANDERSON, 2002, 2006, 2011, 2014, 2015). Um
calculo diferencial e integral, junto a uma topologia, transreal tem sido desenvolvido (ANDERSON
e REIS, 2014) (REIS e ANDERSON, 2014a, 2015a, 2015b). Também sao estudadas aplicacdes dos
numeros transreais na logica (ANDERSON e GOMIDE, 2014) (GOMIDE, 2013) (GOMIDE, REIS
e ANDERSON, 2015) (REIS, 2015). Algumas revisdes bibliograficas foram feitas, comparando os
numeros transreais a outras estruturas matematicas, como os numeros transfinitos de Cantor
(GOMIDE e REIS, 2013) e a Arithmetica Universalis de Newton (ANDERSON e REIS, 2015) e,
ainda, uma discussdo sobre as novidades que os transreais trazem a matematica (REIS e
KUBRUSLY, 2015). Uma demonstracao de consisténcia da aritmética transreal ¢ dada no memso
texto onde se propde o conceito da estrutura algébrica transcorpo (REIS, GOMIDE e ANDERSON,
2016). Além disso, sdao propostos os numeros transcomplexos, uma topologia e extensdes das
funcdes elementares a este dominio (REIS e ANDERSON, 2014b, 2016, 2017). Esse aglomerado
de conteudos advindos dos niimeros transreais ¢ chamado de transmatematica.

O presente autor pesquisa a transmatematica desde o doutoramento e o interesse no tema o fez
propor disciplinas optativas sobre o mesmo a estudantes de graduacdo. Este texto relata a
experiéncia de ministrar tais disciplinas, a recep¢ao e o aprendizado dos estudantes e as impressoes

deste professor.
2. Os Numeros Transreais e a Divisdo por Zero

Como se sabe, a divisdo por zero nao € possivel no ambito dos nimeros reais (ou complexos)
segundo a defini¢do usual de divisdo. James Anderson propos que, além dos numeros reais, existam
trés nimeros, a saber, menos infinito, infinito ¢ nullity, denotados respectivamente, por —oo, co ¢

®. Anderson afirmou que menos infinito ¢ o resultado de qualquer nimero real negativo dividido

por zero, isto ¢, —00 = = se k < 0; infinito ¢ o resultado de qualquer niimero real positivo dividido
por zero, isto é, oo = 5 se k > 0; e, finalmente, nullity é o resultado de zero dividido por zero,

0 . , sy r ’ .
b = e O conjunto dos niimeros transreais é denotado por R e é formado pelos numeros reais
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unidos aos trés novos elementos citados, R = R U {—, o0, ®} (ANDERSON, 2005). A Figura 1

mostra uma imagem da reta transreal.

Figura 1— Reta transreal.
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Anderson propds este novo sistema de numeros de forma axiomadtica. Ele ndo propds um
significado para os novos numeros, nem uma defini¢ao para a divisdo por zero. Ele ndo construiu o
novo conjunto a partir dos niumeros ou objetos ja conhecidos, ndo propds um modelo para os
niimeros transreais baseado em nimeros ja estabelecidos. Em (ANDERSON, VOLKER ¢ ADAMS,
2007) pode-se encontrar a lista com os trinta ¢ dois axiomas que estabelecem o conjunto dos
numeros transreais e sua aritmética. Destacamos aqui os axiomas que dao os resultados das quatro
operagdes aritméticas basicas entre quaisquer nimeros transreais. A numeragao original ¢ mantida.

[A4] Adicao por Nullity: ® +a = &

[A5] Adicao por Infinito: @ + 00 = c0: @ # —o0, ®

[A6] Subtragdo como Soma pelo Oposto: a — b = a + (—b)

[A7] Bijetividade do Oposto: —(—a) = a

[A8] Inverso Aditivo: a —a = 0: a # +oo,

[A9] Oposto de Nullity: —® = &

[A10] Subtracdo de Infinito ndo Nula: a — 00 = —o0: a # 00, ®

[A11] Subtracdo de Infinito por infinito: o0 — oo = &

[A15] Multiplicagdo por Nullity: ® X a = &

[A16] Infinito vezes zero: oo X 0 = @

[A17] Divisdo: a+ b =a x (b™1)

[A18] Elemento Inverso da Multiplicagdo: a +a =1: a # 0,00, ®

[A19] Bijetividade do Reciproco: (a )™ 1 =a: a # —

[A20] Reciproco de zero: 071 = o

[A21] Reciproco do Oposto do Infinito: (—c0)™! = 0
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[A22] Reciproco do Nullity: @1 = @

[A23] Positivo:co X a =00 & a >0

[A24] Negativo: 0o X a=—00 & 0>a

Note que alguns dos resultados axiomatizados por Anderson respeitam a aritmética usual dos
limites. Por exemplo: 0o + 00 = 0o, 00 4+ @ = oo para todo a real, © X 00 = 00, 00 X (—00) = —o0,

o X a = oo para todo a real positivo e 0 X a = —oo para todo a real negativo.
3.  As Disciplinas Optativas
Sobre os objetivos

Um dos objetivos de se ministrar disciplinas sobre os numeros transreais € a transmatematica
foi, simplesmente, o de divulgar essa nova area de estudos e poder, até, despertar o interesse dos
estudantes em se aprofundar no assunto.

Um outro objetivo tem a ver com o fato de que, em geral, os conteidos de matematica
estudados num curso de graduagao sao assuntos desenvolvidos ha pelo menos cem anos, sendo que
alguns sdo de mais de mil anos atrés. Este fato passa, aos estudantes, a impressdo de que a
matematica ¢ uma area ja pronta e acabada. Este autor teve esta impressdo durante seu curso de
graduagdo e percebe que os estudantes, em geral, também a tém. Desta forma, com conhecimento
da existéncia da, recém criada, transmatematica, o estudante pode perceber, vivenciando, que a
matematica é uma area ainda em desenvolvimento. E claro que, a transmatematica ndo é o Ginico
assunto em desenvolvimento na matematica, mas ¢ um bom tema a ser apresentado para estudantes
de licenciatura, pois possui topicos cujos pré-requisitos sdo disciplinas de graduacdo,
diferentemente de alguns temas que sdo adequados apenas a estudantes de pds-graduagdo, quica a
doutores ja formados.

A simplicidade de alguns topicos da transmatematica permite falar de outros dois objetivos.
Um ¢ o de os estudantes estudarem o assunto no momento em que ele estd ainda em
desenvolvimento. Nao apenas tomar conhecimento da transmatematica, mas conhecer e perceber os
estados de evolugdo pelos quais ela passa. Conhecer os resultados ja obtidos, as tentativas
infrutiferas e as expectativas, conjecturas, isto ¢, resultados esperados, mas que ainda carecem de
verificagcdo, demonstracdo. A transmatematica passa ainda por um momento de estabilizacdo, de

consolidagdo. Mesmo os seus propositores ainda ndo tém clareza no que diz respeito a algumas
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defini¢cdes, algumas convengdes. Isto ¢ comum a assuntos que surgem. Outros tdpicos da
matematica passaram por periodos de normatizacdo, onde diferentes definigdes, explicagcdes ou
significados foram sugeridos a determinados objetos, até que o tempo e o proprio desenvolvimento
da teoria mostraram o melhor, ou tnico possivel, caminho a seguir. Isto se deu, por exemplo, com
os nimeros negativos, irracionais e complexos. As disciplinas optativas proporcionaram muitos
momentos de discussdes, ndo foram feitas apenas de exposicdes das informagdes e resultados, mas
de comentarios sobre como estava o estado de desenvolvimento exato de determinados topicos,
sobre o que ja se havia conseguido, sobre as idéias que se tinha a desenvolver e sobre os caminhos e
obstaculos na busca dos resultados esperados. O fato de uma parte da transmatematica ter sido
desenvolvida na pesquisa de doutorado deste autor proporcionou tais discussdes nas aulas.

O outro objetivo, diretamente ligado ao anterior, foi o de mostrar aos estudantes a
simplicidade e os caminhos, os “rascunhos”, os detalhes por detras dos resultados estabelecidos. E
comum o fato de estudantes de matematica terem dificuldades em determinados contetudos, pois
eles entendem, por exemplo, uma demonstra¢do ou célculo feito, mas ndo fazem ideia de como se
chega a tal demonstracdo ou calculo. Isto ¢, entendem o procedimento feito, mas julgam que nao
teriam a ideia de adotar aquele artificio, ndo sabem como o professor ou o autor do livro pode
pensar em tal caminho. Falas do tipo sdo comuns: “Professor(a), entendi o que o(a) senhor(a) fez,
mas eu ndo conseguiria fazer. Nao teria a ideia de tentar por esse caminho”. Podem existir diversos
motivos que geram tal percepcao nos estudantes, mas um deles ¢ o fato de, em geral, os livros e os
professores nao mostrarem as tentativas que “deram errado”, em outras palavras, os caminhos
experimentados que ndo chegaram ao resultado; e também nao mostrarem os “rascunhos”, as contas
e argumentagdes que sdo feitas por detrds do resultado pronto.

Por exemplo, James Anderson estabelece a aritmética transreal através de axiomas. Podemos
nos perguntar por que ele postula que oo + o0 = oo ou por que @ + a = @ para qualquer a real. A
igualdade oo + 0o = oo pode, como dissemos, ter sido motivada na aritmética dos limites, mas por
que postular que @ + a = ® para qualquer a real? Foi uma escolha arbitraria? Esta escolha foi
motivada em algum resultado conhecido? Em algum “rascunho”? Em outras tentativas que “ndo

deram certo”? Em resultados esperados?
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Sobre o que motivou os resultados da aritmética transreal

O topico desta segao foi apresentado aos estudantes no inicio da disciplina optativa em todos
os semestres em que foi ministrada. Em que James Anderson motivou seus axiomas? Vejamos

como se da a aritmética transreal quando os nimeros transreais reais sdo vistos na forma

. . k k
fracionaria. Primeiro, note que, como RT = R U {—o0, 00, ®} ¢ 5 = —% para todo k <0, ;=@

0
paratodok > 0e i ®, segue que
X
]RT={;; x,yER e yZO}.
e A . k- , , . k1 , .

Agora, observe que as equivaléncias S=7 se esose, k ¢ negativo; S =75 Se e sose, k ¢

.. k 0 , , . ~ ~ , .X
positivo; e 5= se esose, k ¢ igual a zero; vém da regra: duas fragdes entre numeros reais 5 e
w ~ . , . 4
— onde y,z = 0, sdo equivalentes se, € sO se, existe um nimero real o« > 0 tal que x =aw e

y = az. Esta equivaléncia explica porque sdo necessarios apenas trés novos elementos para se

permitir fragdes de denominador zero. Continuando, note que os resultados da adi¢do vém da regra:

2x X w
X n w y ! y B VA
y z |xz+wy x w’
_ — ¢ J—
yz y z
. - s . , 1,a
Veja, por exemplo, a adicdo por infinito, onde a € um nimero real qualquer: o + a = otI=
1x1+ax0 _ 1 1, -1 _ 1x0+(=1)x0 _ 0 1,1 _2x1_2 1
— = - = 0, oo+(—oo):—+—:—:—:q)’ o+ =-F-=—=-=-=
0x1 0 0 0 0X0 0 0 0 0 0 0
1,0 _ 1X0+0X0 _ 0 _— . 0
© e 0+ d= St = To" ®. Como outro exemplo, a adi¢do por nullity: ® + a = St

a 0X1+ax0 0 o g ~ ~
TS ol "o ®. Os resultados da multiplicagdo vém da regra:
X wooxw
—X—=—,
y z yz
Por exemplo, denotando a um numero real negativo e b um numero real positivo quaisquer:
1 _a 1xa a -1 1.0 1x0 0 1 b 1xb
oo)(a:—)(—:—:—:—:—oo; OOX():—X—:—:—:cD; OXph==XX=—=""=
071 oxt1 0 o0 071 ox1 o 071 ox1
b 1 1 -1 1x(-1) _ -1 1.1 1x1 _ 1
—:—:OO; OOX(—OO):—X—: :—:—OO’ OXOO=—-X—=—=—-=00 c
) 0" o 0X0 0 070 o0x0 o0
1.0 _1x0 _ 0 T . 0_a_O0xa 0
00X P==-X-=—=-=0¢. Ou a multiplicagdo por nullity: ® Xa==-X-=—=-= @,
070 o0x0 o0 071 ox1 o0

onde a ¢ um nimero real qualquer. Célculos andlogos mostram que a subtragdo e a divisdo vém das

regras:
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X w x —-w
———=—4+—¢
y z y Z
X Zz
—xXx—, w=20
X w_ )y w
5, T Yx  —z ’
y z -x—, w<0
y -w

respectivamente. Ou seja, a aritmética axiomatizada por Anderson respeita regras andlogas as regras
das operagdes aritméticas entre fragdes usuais.

Do ponto de vista conceitual, Anderson ndo define a divisdo por zero € nem o que ¢ um
namero transreal. E claro que, segundo a defini¢do usual de divisdo nos nimeros reais, uma fragio
com denominador zero ndo tem sentido algum. Entretanto, o que Anderson fez foi considerar as
fragdes e suas regras de operagdes de forma sintatica, isto €, abstraiu o significado das fracdes,
olhou para elas apenas como pares de nimeros reais em posi¢oes bem definidas. Fazendo desse
jeito, Anderson se inspirou na aritmética das fragdes para estabelecer o conjunto dos nimeros
transreais por meio axiomatico. Do ponto de vista construtivista, pode-se questionar a concepcao de
James Anderson, entretanto a luz do formalismo, ndo hé problema em sua apresentagdo, uma vez
que seus axiomas sao consistentes.

Como dito, o assunto acima foi apresentado aos estudantes das disciplinas e contribuiu
bastante para assimilagdo e entendimento do conteido. Quando os estudantes percebiam que a
aritmética axiomatizada por Anderson era andloga a aritmética usual entre fracdes, eles aceitavam
com maior facilidade a proposta de um conjunto numérico que permite a divisao por zero. Mais do
que isso, eles ficavam surpresos com a naturalidade de se chegar a um conjunto que permita a
divisdo por zero por meio da generalizacdo das fragdes e regras operatorias usuais.

E claro que mesmo estas regras, andlogas as usuais, ndo dio um sentido contextual a divisdo
por zero. Tal divisdo permanece um conceito, digamos, “um tanto abstrato”, mas uma proposta de
interpretagdo contextual aos nlimeros transreais e sua aritmética, como citado, ja foi dada. Para nao

alongar o presente texto, a leitura do trabalho ¢ recomendada (REIS e KUBRUSLY, 2015).

a Oxa 0
XT=07=5" @, por exemplo,

E importante enfatizar que, ¢ claro, as equacdes ® X a = pYoriaie

olo

ndo demonstram que nullity multiplicado por qualquer numero real ¢ igual a nullity. Esta regra
operatoria foi imposta por meio de um axioma. As equacgdes acima apenas ilustram que a
axiomatica de Anderson respeita regras analogas as usuais. O leitor preocupado com o rigor € a
consisténcia da aritmética transreal pode consultar o texto onde o conjunto dos niimeros transreais ¢

construido a partir dos niimeros reais (REIS, GOMIDE ¢ ANDERSON, 2016). Neste texto, um
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conjunto dos nimeros transreais ¢ obtido com, exatamente, os mesmos resultados propostos por

James Anderson. A diferenga é que os nimeros transreais e sua aritmética sdo definidos a partir de
objetos e operacdes ja conhecidas, ndo por meio de axiomas, e ai, sim, os resultados sdo obtidos por

demonstragoes. Essa constru¢ao demonstra a consisténcia da aritmética transreal.
Sobre os conteudos abordados

As disciplinas optativas foram ministradas semestralmente entre os anos de 2014 ¢ 2017, com
excecdo do primeiro semestre de 2015. Ainda se estd ministrando a disciplina no corrente segundo
semestre de 2017 e pretende-se continuar ministrando-a nos proximos.

No primeiro semestre de 2014, o foco foi na introducdo a transmatematica através do
entendimento geral dos nimeros transreais. Foi estudado o desenvolvimento historico do conceito
de numero e feitas comparacdes entre os niimeros transreais € outras categorias de numeros que
passaram por momentos de afirmagdo, como por exemplo, os nimeros negativos, irracionais,
imaginarios e infinitesimais.

No segundo semestre de 2014, o foco foi na apresentagdao das aplicagdes dos numeros
transreais na logica. Apresentando-se o conceito de semantica total, o modelo transreal para o
espaco dos mundos possiveis e 0 modelo transreal para o espaco das proposicoes.

No segundo semestre de 2015, o estudo foi do calculo transreal. Onde foram apresentados:
uma topologia e uma métrica para o espaco transreal, defini¢des para derivada e integral de func¢des
transreais e alguns resultados acerca da derivada e da integral.

No primeiro semestre de 2016, a disciplina foi ministrada em parceria com um professor de
filosofia. Os objetivos neste semestre foram: conhecer como se deu o desenvolvimento do conceito
de nimero; compreender a proposta do novo conjunto; conhecer as principais correntes filoséficas
para fundamentacdo da matematica: logicismo, formalismo, construtivismo, intuicionismo e
pragmatismo; e pensar filosoficamente o surgimento dos niimeros transreais.

No segundo semestre de 2016, o estudo foi voltado as fung¢des elementares no dominio
transreal: polinomiais, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

E, no primeiro semestre de 2017, os nimeros, a topologia e as fungdes transcomplexas foram

estudas.
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Sobre as impressoes do professor

Ainda nao foi feita uma pesquisa formal, qualitativa, sobre a opinido dos estudantes que
cursam estas disciplinas optativas. Entretanto, o que este professor pdde perceber € que, no geral, os
estudantes se mostram interessados e até entusiasmados em cursar as disciplinas. Sobretudo, por se
tratar de um assunto que desperta curiosidade, por propor uma operagdo que, usualmente, ¢ proibida
na matematica. Os estudantes ficam, em geral, surpresos com a possibilidade da divisdo por zero.

O conhecimento dos nimeros transreais ajuda os estudantes a entender melhor conteudos
tradicionais, uma vez que eles percebem que a matemadtica estd em evolugdo e notam que os
contetidos que eles estudam também passaram por processos de construcdao, de discussdo, de
discordancia e de consolidagdo. Percebem que matematica nao ¢ magica, que os conteudos nao sao
concebidos prontos, mas que sdo construidos a partir de ideias preliminares. O estudo da
transmatematica ajuda na compreensdo da relagdo entre o desenvolvimento da matematica e as
demandas das sociedades ao longo da histéria. A apresentacdo de um novo conjunto numérico,
advindo de necessidades recentes, ajuda a desmistificar a ideia de que a matematica ¢ uma ciéncia
pronta e acabada, permitindo que os estudantes percebam que o saber matematico ¢ uma construgao
continua da sociedade. As disciplinas enriquecem a formacgdo dos professores de matematica e de
fisica.

Os estudantes também se mostram venturosos, pois, ainda que como expectadores, participam
da criagdo e desenvolvimento de uma nova area na matemadtica. De alguma forma, também se
sentem valorizados por terem tais disciplinas em seu curso de graduagao.

Cabe comentar que trés estudantes manifestaram interesse em fazer seus trabalhos de
conclusdo de curso sobre a transmatematica, um estudante da Licenciatura em Fisica e dois da
Licenciatura em Matematica. Um dos estudantes da matematica ja iniciou os trabalhos de pesquisa.
Seu objetivo ¢ introduzir a nova teoria a estudantes de ensino médio. O principal objetivo do
trabalho ¢ fazer com que, com a apresentacdo dos nimeros transreais, os estudantes do ensino
basico vejam que a matemadtica ndo ¢ estatica, mas estd em desenvolvimento e que eles possam
entender melhor os outros conjuntos numéricos estudados, observando que, a cada momento, novos
conjuntos sdo criados com o objetivo de resolver problemas que os conjuntos antigos nao
resolviam. Esse contato com os estudantes serd buscado através de aulas ministradas pelo

licenciando. Serd avaliada a receptividade dos estudantes com exercicios sobre os numeros
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transreais e questionarios de opinido. Este estudante da licenciatura também ¢ bolsista em um

projeto de iniciagdo cientifica, sobre a transmatematica, orientado pelo presente autor.
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