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ANALISANDO O INTERVALO DE CONFIANCA ASSINTOTICO DA
DISTRIBUICAO EXPONENCIAL A PARTIR DE AMOSTRAS
ALEATORIAS

Carlos Lisboa Duarte *

RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo analisar alguns resultados importantes que podemos observar a
partir do intervalo de confianca assintotico de uma distribuicdo exponencial com parametro (14(1)),
utilizando, para isso, resultados obtidos a partir de amostras aleatorias coletadas por meio de simula¢des
computacionais no software RStudio, vale ressaltar ainda, que as amostras aleatorias serdo construidas
utilizando réplicas de Monte Carlo com 5000 repeti¢Ges. Dessa forma, levando-se em consideragéo a
importancia do intervalo de confianga em pesquisas estatisticas, bem como a constru¢do do mesmo, o
referido estudo procura apresentar de maneira detalhada e simplificada, o passo a passo que é necessario
percorrer até a obtencdo do intervalo de confianga assint6tico para a distribuicdo exponencial. Assim
sendo, o referido trabalho foi construido a partir de uma revisdo bibliografica pautada nas contribui¢des
de autores como: Larsen e Marx, Walpole entre outros. Além disso, neste estudo sdo apresentadas
algumas consideragdes acerca da avaliagdo das propriedades do Estimador de Maxima Verossimilhanca
(EMV) da distribuigdo exponencial com parametro (1 / (1)), analisando, computacionalmente, se o
estimador obtido é assintoticamente ndo viesado, assintoticamente consistente e assintoticamente
eficiente. Para tal, foram consideradas amostras aleatdrias de diferentes tamanhos, com isso foi possivel
observar que quando aumentamos o tamanho da amostra nas simulacdes computacionais, obtemos
melhores resultados para as propriedades do estimador. E por Gltimo, sdo descritos os resultados acerca
das taxas de cobertura e ndo cobertura do intervalo de confianga construido, considerando, para esse
fim, os niveis de confianca (1 — @ = 95%) e (1 — a = 99%), assim, é possivel notar que no caso da
confianga do intervalo, 0 aumento do tamanho da amostra aleatoria, faz com que a taxa de cobertura do
intervalo se aproxime cada vez mais do real valor do nivel de confianga considerado.

Palavras-chave: Distribui¢do exponencial, Estimador de maxima verossimilhanca, Intervalo
de confianca assintético, Nivel de confianca, Avaliacdo de estimadores.

INTRODUCAO

O referido trabalho abordara o tema do intervalo de confianca assintético da distribuicao
de probabilidade exponencial com parametro (1 / (1)) para amostras aleatdrias, bem como,
discutira algumas informagdes importantes acerca dessa distribuicdo, tais como: Estimador de
Maxima Verossimilhanga (EMV), construgéo do intervalo de confianga assintdtico, avaliagdo
do estimador (EMV), utilizando, para isso, simulagdes computacionais com a linguagem de
programacéo R. Dessa forma, a partir desses dados seréo apresentadas conclusdes importantes

acerca do (EMV) e do intervalo de confianca assintotico dessa distribuicéo.
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Assim sendo, o trabalho apresenta-se estruturado da seguinte forma, a saber: no primeiro
momento serd apresentada a metodologia empregada na construcdo do trabalho; Logo em
seguida, no referencial tedrico, temos uma breve revisao a respeito das simulagdes de Monte
Carlo, bem como, a fundamentagdo tedrica descrevendo algumas informacgdes acerca da
distribuicdo de probabilidade exponencial e o processo de obtencdo do (EMV) dessa
distribuicdo com parametro (1 / (1)), além da construcdo do intervalo de confianga assintdtico
e por fim, as conclusdes e consideracdes observadas a partir das simulages computacionais no
R, sobre a avaliacdo do estimador e os resultados da taxa de cobertura e ndo cobertura do

intervalo.
METODOLOGIA

No que concerne aos procedimentos metodoldgicos, o presente artigo foi fruto de uma
revisao bibliografica sustentada nas contribuicdes de autores especialistas na area de estatistica,
mais precisamente, na parte que diz respeito a intervalo de confianca assintético e simulacbes
computacionais em linguagem de programacdo R. Além disso, foram feitas consultas a
materiais disponiveis na internet. Dessa forma, o trabalho teve nas contribuices de autores
como: (BOLFARINE; SANDOVAL, 2020); (WALPOLE, 2011); (ASSUNCAO, 2017) entre

outros, o embasamento tedrico necessario ao estudo.
REFERENCIAL TEORICO

Simulagdes de Monte Carlo

No que tange ao entendimento do conceito de simulacdes, é possivel observar que o
significado da palavra simular, traz consideracdes acerca de algo que aparenta ser real, mas que
ndo o é, passando a ideia de fingir. Dessa forma, em estudos do campo da ciéncia dos dados,
simulagOes séo procedimentos que buscam imitar o comportamento ou as caracteristicas de um
sistema probabilistico, fazendo para isso, o uso de um gerador de nimeros aleatérios num
computador. Assim sendo, este processo ¢ denominado de simulagdo Monte Carlo (Assungéo,
2017).

Nas simulagdes de Monte Carlo, quando o nimero de informac6es cresce, 0 nimero de
previsdes também aumenta, esse fato nos permite projetar resultados com maior precisao. Por
exemplo, ao calcular a probabilidade do langcamento de dois dados ndo-viciados, temos 36

combinagdes de possiveis resultados. Assim, podemos calcular manualmente a probabilidade
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de um resultado especifico. Porém, com a Simulacdo de Monte Carlo, é possivel simular um
numero alto de jogadas para obter previsdes mais precisas para um experimento aleatorio.
De forma resumida, temos ainda que as simulagcdes de Monte Carlo, configuram-se

como sendo

[--] um procedimento numérico que utiliza nimeros aleatérios para a obtengdo de
valores ndo necessariamente aleatérios, com base na Lei dos Grandes NUmeros e no
Teorema do Limite Central. Este método tem como principio a geracdo de nimeros
aleatdrios de qualquer distribuicdo de probabilidade com o objetivo de avaliar de
forma numérica, indireta ou artificialmente um modelo matematico que permite
estimar o comportamento de um sistema ou processo que envolve variaveis
estocasticas (PAIXAO, p. 2, 2021).

De modo especifico, no trabalho foram utilizadas réplicas de Monte Carlo com 5000

repeticdes para amostras aleatorias de tamanhos 50, 100 e 200.
Estimador de Maxima Verossimilhanca da Distribui¢do Exponencial

A distribuicdo exponencial esta ligada ao estudo de variaveis aleatorias continuas, que
procuram analisar, por exemplo, 0 tempo que se gasta para realizar uma dada atividade ou
tempo da vida 0til de algum aparelho. Dessa forma, podemos ainda mencionar que a funcgéo
densidade da exponencial, pode ser "aplicada para modelar: o tempo de vida de componentes
que falham sem efeito de idade; o tempo de espera entre sucessivas chegadas de fétons;
emissdes de elétrons de um catodo; chegadas de consumidores e duracdo de chamadas
telefonicas, entre outros"(CAMPOS; REGO; MENDONCA, 2012, p. 193).

Vale destacar, que para a construcdo do referencial tedrico foram consultados alguns
autores e materiais, que proporcionaram ao estudo a fundamentagdo tedrica necesséria, tais
como: (BONFARINE; SANDOVAL, 2020) e (WALPOLE, 2011) entre outros.

Assim, seja {X;,X,,--+,X,} uma amostra aleatoria de uma populacdo X que segue
distribuicdo exponencial com parametro }1 isto é, X ~ EXP (111) Entdo, vamos obter o

Estimador de Maxima Verossimilhanca (EMV) para o parametro % da funcdo densidade da

distribuicdo exponencial. Entdo, dado que a densidade da exponencial é

fo) =77 ®

com0 < x < ocoeld > 0. Teremos que a funcdo de maxima verossimilhanga para (1) seré obtida
por

1

L(3) =TTk £ G )

\.
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1\ _n 1 -4
L(3) =TIy e

Agora, analisando a distribuicdo conjunta das variaveis, temos que

L 1 1 X1 X2 1 *n
-] = - P - A — A
Dai, teremos que
1 —n -7 X X
) = 24i=1"1
L(3)=2T"e @)

A seguir aplicando (In) em ambos os lados de (2), teremos
In [L G)] =In [A‘”e_%zyﬂxi]
Aplicando as propriedades de logaritmos,
In|L(3)] = —nin(d) -3, x; 3)
Por sua vez, iremos calculando a 12 derivada de (3) em relacéo a A. Dessa forma,

aln|L(+
LA(A)] — _%+/1i2 ?=1 X; (4)

Como o interesse é obter um estimador que maximize o parametro A, calculando a 22
derivada de (3) e analisando o resultado, é possivel observar que a mesma € menor que zero,
isto €, um valor de maximo.

Por fim, igualando a equacéo (4) a zero, poderemos isolar o parametro A e, assim, obter

o (EMV) . Logo, teremos que

resultando em

Portanto, podemos concluir o estimador de maxima verossimilhanca para a distribuicdo
. N 1 TS
exponencial com parametro S Serao X.

Construindo o Intervalo de Confian¢a Assintético

A construgdo de um intervalo de confianca permite analisar a possibilidade de erro em
uma amostragem. Considerando que os dados da amostra sdo variaveis aleatorias, o intervalo
de confianca nem sempre apresenta o valor real do parametro. Entretanto, podemos obter a

\ probabilidade com que um parametro é observado em um intervalo. Por exemplo, se
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consideramos uma confianca de 95% ,podemos afirmar que, em 95% dos experimentos, 0

intervalo abrange o valor verdadeiro do parametro.

Para construir o intervalo de confianca da distribuicdo exponencial com parametro % e
com estimador de maxima verossimilhanca A = X, utilizaremos o conceito de intervalo de
confianga assintotico (aproximado). Dessa forma, considerando uma amostra aleatoria
{x1, x5, -, x5}, da variavel aleatéria X com funcdo densidade f (x; %) temos que para o caso

de uma amostra grande, podemos aplicar algumas propriedades assintoticas do estimador de
maxima verossimilhanca, dai teremos que:

A-EQQ)
,var()Al)

Entdo, teremos que a quantidade pivotal sera dada por

~N(0,1),n — oo.

()

Para calcularmos var (1), iremos utilizar o fato que variancia do estimador é igual ao
inverso da informacdo de Fisher. Assim sendo, temos que a medida da informacdo de Fisher
pode ser calculada por

0A?

i = -2
dai, teremos
IF() = —E [ — 52, x|, (6)
aplicando as propriedades de esperanga em (6), temos
IF() = —E || + B[220 x| = -5+ = E[ZL, ]
IF(A) = —5 4+ =nE[X] = -5+ 22
IFQ) = 2. (7

Entdo, o inverso da informacédo de Fisher obtida a partir de (7), sera igual a

IFOI =2,

Assim, considerando que A = X, E(1) = A e dado que var(1) = [IF()] ! = % e que

- s = - -A - ~ 22 ~ - - e
\ pelo principio da invariancia, var(A) = % teremos entdo, que a quantidade pivotal em (5), sera
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Logo, a partir da quantidade pivotal (8), podemos construir o intervalo de confianca
assintotico (1 — a)100% da forma

l—a=P|-2za <=L< 2z, )
2

isolando A na equagéo (9), temos o intervalo de confianga assintotico (1 — a)100% para a
distribuicéo exponencial com parametro % seré dado por

X ——2,% + —2|.

XZa Xza
[ NIRRT |

RESULTADOS E DISCUSSAO

Avaliando os Estimadores
Agora, serdo apresentados os resultados observados a partir das simulagdes de Monte
Carlo, para entdo avaliar as propriedades do Estimador de Méxima Verossimilhanca da

distribuicdo exponencial com parametro %
Vale ressaltar que, as simulagcdes de Monte Carlo foram feitas considerando 5000

repeticGes para amostras aleatdrias de tamanhos n = 50, n = 100 e n = 200.

Tabela 1: Avaliacdo dos Estimadores com MC = 5000 e n = 50.

n lambda.v lambda.hat vies var.est EQM
50.00 2.00 1.99423 -0.00576 0.07767 0.07767

Fonte: Elaborada pela autor.
Tabela 2: Avaliacdo dos Estimadores com MC = 5000 e n = 100.
n lambda.v lambda.hat vies var.est EQM

100.00 2.00 1.99993 -0.00007 0.04178 0.04178

Fonte: Elaborada pela autor.
Tabela 3: Avaliacdo dos Estimadores com MC = 5000 e n = 200.
n lambda.v lambda.hat vies var.est EQM

200.00 2.00 1.99991 -0.00009 0.02027 0.02027

Fonte: Elaborada pela autor.
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onde

n: Tamanho da amostra aleatoria;
e lambda.v: Valor verdadeiro do parametro;
¢ lambda.hat: Valor estimado para o parametro (lambda chapéu);
e var.est: Valor estimado para a variancia do parametro;
e vies: Valor do viés do estimador;
e EQM: Valor do erro quadratico médio.

Analisando os dados obtidos a partir das simulacdes no R, é possivel observar que 0s
pardmetros utilizados para avaliar os estimadores, tendem a ter melhores resultados a medida
que aumentamos o tamanho da amostra. Por exemplo, nos dados apresentados nas tabelas o
objeto lambda.hat apresenta a média das estimativas para o parametro da distribuicéo a partir
das réplicas de Monte Carlo, e foi possivel constatar que essa média tende a aproximar-se do
valor real lambda.v = 2, quando aumentamos o tamanho da amostra.

Contudo, devido aos critérios de arredondamento nos dados das tabelas, néo foi possivel
inserir um namero maior de casas decimais nos resultados, porém, os resultados observados
para lambda.hat com uma amostra n = 200, foi aquele que mais se aproximou do valor real de
lambda.v. Dessa forma, podemos dizer que o estimador A é assintoticamente n&o viesado.

Uma outra informacdo importante que colabora para a obtencao de melhores resultados
dos estimadores, é o0 vies. Essa informacao estd armazenada no objeto vies das tabelas, e tém-
se que, quanto menor o seu valor, melhor serdo os resultados do estimador. Ja que 0 mesmo, é
utilizado para calcular o Erro Quadratico Médio (EQM), métrica que avalia a consisténcia do
estimador. Entdo, dizemos que um estimador é consistente quando o limite do EQM com (n —
0) for igual a zero, e pelos resultados apresentados, percebemos que ao aumentar o tamanho da
amostra 0 EQM aproxima-se cada vez mais de zero. Podendo afirmar, assim, que o estimador
1 é assintoticamente consistente.

No que diz respeito os critério de eficiéncia, podemos dizer que um (EMV) é eficiente,
quando a variancia do estimador é igual ao inverso da informagdo Fisher. Além disso, caso ndo
possamos ter acesso a informacé&o de Fisher, podemos analisar a eficiéncia do estimador a partir

dos resultados de sua variancia. Assim sendo, dados dois estimadores néo viesados A, e 1,, 0

estimador 1, sera mais eficiente que 1,, se :
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var(l,) < var(l,)

Portanto, quando temos que um estimador cuja a variancia esteja proxima de zero, o
critério de eficiéncia também serd satisfeito. Dessa maneira, observando os dados das tabelas
1, 2 e 3, notamos que o valor da variancia do estimador esta se aproximando de zero, a medida

gue aumentamos o0 tamanho da amostra, assim, poderemos dizer que o (EMV) para a

. . — . ~ 1 , . . ..
distribuicdo exponencial com parametro S sera assintoticamente eficiente.

Analisando as Taxas de Cobertura e ndo Cobertura do Intervalo de Confianca (IC)

A seguir iremos analisar os valores simulados para a taxa de cobertura e ndo cobertura
do intervalo de confianca da distribuicdo exponencial com parametro % utilizando o estimador
de maxima verossimilhanca e considerando os niveis de confianca iguais a (1 — a = 95%) e
(1 — a = 99%). Dessa forma, com o objetivo de embasar teoricamente as conclusfes que seréo
apresentadas, foram feitas consultas a autores da area, como: (LARSEN; MARX, 2012) e
(COHEN; COHEN, 2008).

CASO I: Niveis de confianca igual a 95% e 99% para uma amostra aleatoria de tamanho 50:

Tabela 4: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=50¢e a = 5%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianca cobertura cobertura
95.00 94.50 5.50 0.64 4.86

Fonte: Elaborada pela autor.

Tabela 5: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=50e a = 1%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianca cobertura cobertura
99.00 97.94 2.06 0.02 2.04

Fonte: Elaborada pela autor.

onde

abaixo do limite inferior do intervalo;

acima do limite superior do intervalo.

Uma informacdo relevante apresentada nas tabelas, dizer respeito ao percentual de

TB-Inferior: Valores verdadeiros do parametro que ficaram fora da taxa de cobertura e

TB-Superior: Valores verdadeiros do parametro que ficaram fora da taxa de cobertura e

valores verdadeiros do parametro que ficaram fora do intervalo de confianca. Assim, podemos
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ver, por exemplo, que quando aplicamos um nivel de confianga igual a 99%, temos que 0,02%
dos valores verdadeiros do pardmetro ficaram abaixo do limite inferior do intervalo, e 2,04%
ficaram acima do limite superior. Entdo, podemos concluir que os percentuais dos valores que
se encontra fora do intervalo de confianca, podem variar em relagdo aos que ficam acima ou
abaixo do intervalo. Vale evidenciar, que esse comportamento dos valores que ficam fora do
intervalo, também acontece para os demais casos de nivel de confianca adotado.

CASO II: Niveis de confianga igual a 95% e 99% para uma amostra aleatoria de tamanho 100:

Tabela 6: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=100e a = 5%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianca cobertura cobertura
95.00 94.34 5.66 1.14 4.52

Fonte: Elaborada pela autor.

Tabela 7: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=100e a = 1%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianca cobertura cobertura
99.00 98.50 1.50 0.02 1.48

Fonte: Elaborada pela autor.

Note que, se compararmos os valores dos niveis de confianca da amostra n = 50 com 0s
valores da amostra n = 100, iremos observar uma leve oscilagdo da taxa de cobertura do
intervalo para o nivel de confianca 95%. Contudo, os resultados para o nivel de confianga 99%
da amostra de tamanho n = 100, foram melhores do que os valores da amostra n = 50 com 0
mesmo intervalo de confianca.

Assim sendo, o0 aumento no tamanho da amostra para um mesmo nivel de confianca,
pode fazer com que os valores da taxas de cobertura sofram oscilacfes, mas é possivel perceber
que essas diferencas mantem ainda a taxa de cobertura aproxima do nivel de confianga adotado.

CASO III: Niveis de confianca igual a 95% e 99% para uma amostra aleatoria de tamanho 200:

Tabela 8: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=200¢e a = 5%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianga cobertura cobertura
95.00 94.78 5.22 1.42 3.80

Fonte: Elaborada pela autor.
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Tabela 9: Dados das taxas de cobertura e ndo coberturacomn=200¢e a = 1%.

Nivel Taxa Taxa ndo de | TB-Inferior | TB-Superior
confianca cobertura cobertura
99.00 98.74 1.26 0.18 1.08

Fonte: Elaborada pela autor.

Por fim, analisando os dados obtidos para os intervalos de confianca de uma amostra
aleatdria de tamanho n = 200, é possivel notar que em comparacdo com os valores do CASO
I1, tivemos uma melhora para todos os niveis de confianca, ou seja, as taxas de cobertura e ndo
cobertura do CASO 11, foram melhores do que as taxas do CASO II. Entdo, podemos notar um
principio importante que ocorre em simulacdes como essas, que o fato do aumento no tamanho
da amostra aleatdria proporcionar melhores resultados para o estudo, e esse comportamento de

melhora dos parametros continua para amostras maiores que 200.
CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, do ponto de vista estatistico, o intervalo de confianca assintético de uma
distribuicdo de probabilidade para amostras de varidveis aleatérias, € uma ferramenta
extramamente Util, quando temos como objetivo analisar a confiabilidade dos dados que estdo
sendo investigados para uma populacédo a partir dessas amostras. Neste sentido, temos que a
aplicacdo de simulagdes computacionais a partir da linguagem de programacao R, por exemplo,
apresenta-se como uma saida vidvel para realizar o processamento de dados como estes,

principalmente, tratando-se de um conjunto grande informacdes.
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