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RESUMO

A equacdo geral do movimento de um sistema de amortecimento massa-mola é expressa por uma
equacao diferencial de 22 ordem, cuja solucdo pode ser obtida de forma analitica ou por meio de métodos
numeéricos. Existem diversos métodos numéricos para resolucdo de Equacbes Diferenciais Ordinarias
(EDOs), dentre eles é possivel destacar o conjunto de métodos de Runge-Kutta, o qual possui um caso
particular conhecido como método de Dormand-Prince, utilizado pela funcdo ode45 do software
MATLAB para solucionar EDOs de 12 ordem. Como a equacdo diferencial do movimento é de 22 ordem,
torna-se necessario transforma-la em um sistema de duas equagdes diferenciais de 12 ordem,
possibilitando a utilizagdo da referida fungdo para obter sua solugdo numérica. Diante disso, objetiva-se
com este trabalho utilizar a fungdo ode45 do MATLAB para obter as respostas em fun¢do do tempo de
um sistema de amortecimento massa-mola livre e com forga harmdnica, com diferentes taxas de
amortecimento & (0.00, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75 e 1.00) e comparar as respostas com as solugdes analiticas.
Para a andlise dos resultados, foram gerados graficos de deslocamento, velocidade e aceleracdo dos
sistemas, e obtidos seus respectivos valores maximos. Observou-se que as respostas numéricas obtidas
pela fungdo ode45 foram iguais as solucdes analiticas. Verificou-se que nos sistemas livre e forcado, as
velocidades e aceleragBes maximas decresceram a medida que a taxa de amortecimento aumentava, e
gue o deslocamento maximo foi superior ao deslocamento inicial apenas no sistema for¢ado para & =
0.00. No sistema livre, constatou-se que guanto maior a taxa de amortecimento mais rapido o sistema
retorna ao seu estado de equilibro, e ao atingir 0 amortecimento critico (§ = 1.00), o sistema atinge o
equilibrio sem oscilagao.

Palavras-chave: Runge-Kutta, Dormand-Prince, MATLAB, ode45, Sistema amortecido.

INTRODUCAO

De acordo com Hibbeler (2011) vibragcdo € um movimento periédico de um corpo ou
sistema de corpos conectados e deslocados de uma posicdo de equilibrio. Em geral, ha dois
tipos de vibracao, livre e forcada. A vibracao livre ocorre quando o0 movimento é mantido por
forgas restauradoras gravitacionais ou elasticas. A vibracéo forcada é causada por uma forca

intermitente ou periddica externa aplicada ao sistema.
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Ambos os tipos de vibragdo podem ser amortecidos ou ndo amortecidas. Contudo, como
na realidade as forcas de atrito internas e externas estdo presentes, 0 movimento de todos os
corpos em vibracdo € amortecido. Um tipo de amortecimento de especial interesse € o
amortecimento viscoso causado pelo atrito fluido a velocidades baixas e moderadas. O
amortecimento viscoso é caracterizado pelo fato de que a forgca de atrito é diretamente
proporcional e oposta a velocidade do corpo mével (BEER et al., 2012).

Um sistema massa-mola amortecido forcado por uma forca harménica F(t) de apenas
um grau de liberdade com um corpo de massa m preso a uma mola de constante k e ligado a um

émbolo de um amortecedor com coeficiente de amortecimento viscoso ¢ é exibido na Figura 1.

Figura 1 — Sistema massa-mola amortecido forgado.
T Fy-sen(wt)

m

Fonte: Elaborada pelos autores, 2022.

O principio de D’ Alembert ¢ baseado na no¢do de uma forga de inércia ficticia igual ao
produto da massa vezes sua aceleragdo e atuando na dire¢do oposta a aceleracdo. Tal principio
afirma que, com as forcas de inércia incluidas, um sistema esta em equilibrio a cada instante de
tempo. Assim, um diagrama de corpo livre de uma massa em movimento pode ser
esquematizado e os principios da estatica podem ser usados para desenvolver a equacdo do
movimento (CHOPRA, 2020). Um diagrama de corpo livre das forcas do sistema é apresentado
na Figura 02.

Figura 2 — Diagrama de corpo livre do sistema.
T Fy-sen(wr)
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Fonte: Elaborada pelos autores, 2022.

> Efetuando o somatério das forcas na direcdo x € possivel encontrar a equacao geral do

movimento para o sistema acima representado, como indicado na Eq. (1).
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mX + cx + kx = Fysen(wt) Q)

Onde:

m: elemento de massa que representa a caracteristica inercial da estrutura (kg);

X: derivada segunda da posicéo, ou seja, a aceleracdo (m/s?);

c: elemento de amortecimento que representa as caracteristicas de atrito e dissipacao de
energia da estrutura (kg/s);

x: derivada primeira da posicéo, ou seja, a velocidade (m/s);

k: elemento de mola representando a forca elastica de restauracdo e 0 armazenamento
potencial de energia da estrutura (N/m);

X: deslocamento do sistema (m);

F,: amplitude de excitacéo (N);

o: frequéncia de excitacéo (rad/s);

t: tempo ().

A Unica diferenca para o caso de um sistema massa-mola amortecido livre é a ndo
existéncia da forga de excitacdo, ou seja, F(t) = 0, fazendo com que o sistema seja caracterizado
como livre. A Eqg. (1) é uma equacéo diferencial de 22 ordem, cuja solucdo pode ser obtida de
forma analitica ou por meio de métodos numeéricos. Existem diversos métodos numéricos para
resolucdo de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs), dentre eles € possivel destacar o
conjunto de métodos de Runge-Kutta, o qual possui um caso particular conhecido como método
de Dormand-Prince, utilizado pela funcdo ode45 do software MATLAB.

Logo, este trabalho tem como objetivo utilizar a funcdo ode45 do MATLAB para obter
as respostas numeéricas de um sistema de amortecimento massa-mola livre e forcado, com
diferentes taxas de amortecimento, verificando a confiabilidade da referida fungcdo comparando
as respostas obtidas com as solucdes analiticas.

REFERENCIAL TEORICO

Substituindo o deslocamento x na Eq. (1) pela solugio ¢ e dividindo toda a expresséo
pela mesma, é possivel entdo reescrever a equacéo diferencial caracteristica do movimento em

uma equacao de segundo grau, conforme exibido na Eq. (2).

mi*+ci+k=0 (2

Encontrando-se as raizes da Eg. (2), temos que:
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3)

Definindo o coeficiente de amortecimento critico ccr como o valor de ¢ que torna o

radical da Eq. (3) nulo, obtemos que:

Cy-fo0 o e E oo )

Onde w (\/k/_m) é a frequéncia natural do sistema. O coeficiente de amortecimento viscoso ¢ de
um sistema pode ou ndo ser igual ao coeficiente de amortecimento critico ccr, podendo ocorrer trés casos
diferentes: amortecimento supercritico (c > c¢r), amortecimento critico (¢ = c.) € amortecimento
subcritico (¢ < cer). A razdo entre o coeficiente de amortecimento viscoso e o coeficiente de

amortecimento critico é denominado taxa ou fator de amortecimento, dado pela Eq. (5).
&= — (5)
CCV

A solucgdo analitica completa da equacdo geral do movimento apresentada na Eq. (1),
com amortecimento e forca harmonica, consiste na soma da solu¢do complementar x (t) e da
solugdo particular x (). A solugdo complementar x, também conhecida como solugéo

transitoria, para o caso de amortecimento subcritico (C < c¢r) € dada pela Eq. (6).
x (f) = e *“!(Acoswpt + Bsenw pt) (6)

Onde A e B séo constantes a serem definidas por meio das condicdes iniciais e wp, € a

frequéncia de amortecimento dada por

(7)

A solugdo particular x, também conhecida como solugdo do estado estacionario, €
expressa por

x () = Cysen ot + C,cos ot (8)

As constantes desconhecidas C; e C, sdo determinadas substituindo a solugéo particular

\ x (t) em mx +cx + kx = Fysen wt.
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Logo, a solucdo analitica completa é dada por
x() = x,(¢) + x,(f) = e <" (Acoswpt + Bsenwpt) + Cysen &t + Cycos ot (10)

METODOLOGIA

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos numéricos utilizados para resolucdo de
equac0es diferenciais ordinarias de primeira ordem. Cada método de Runge-Kutta consiste em
comparar um polinémio de Taylor apropriado para eliminar o célculo das derivadas, fazendo-
se varias avaliacBes da funcdo f a cada passo. Estes métodos podem ser construidos para
qualquer ordem p (VALLE, 2012). Em geral, métodos de Runge-Kutta sdo quaisquer métodos

que podem ser escritos na forma:

m
Xpor =xeth )k (11)
i=1
Onde

i—1
k=f ;k+aih,xk+hzlﬁjkj i=1,2..,m (12)
j=1

Os métodos de Runge-Kutta podem ser entendidos como um aperfeigoamento do
método de Euler, com uma melhor estimativa da derivada da funcdo. O método de Euler é da
ordem p =1 etem m = 1. Para p <4, um método de Runge-Kutta de ordem p requer m = p.
Contudo, um método de Runge-Kutta de ordem 5 requer m = 6, ou seja, 0 método torna-se

menos vantajoso para p > 4.
Método de Dormand-Prince e o0 ode45

Atualmente, 0 método de Dormand-Prince é o método padrdo na resolugdo de EDOs do
MATLAB por meio da fun¢do ode45. O método é um membro da familia dos métodos de
Runge-Kutta para resolvedores de EDOs. Mais precisamente, ele avalia seis vezes a funcdo

para calcular solu¢cbes acuradas de quarta e quinta ordem. A diferenca entre essas solucdes €

\ entdo tomada como o erro da solucdo (de quarta ordem). A matriz de Butcher do método é

apresentado na Figura 03.
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Figura 3 — Matriz de Butcher do método de Dormand-Prince.

0
1/5 1/5
3/10 3/40 9/40
4/5 44/45 —56/15 32/9
8/9 | 19372/6561 —25360/2187  64448/6561 —212/729
1 9017/3168 —355/33 46732/5247 49/176 —5103/18656
1 35/384 0 500/1113 125/192 —2187/6784 11/84
5179/57600 0 7571/16695  393/640 —92097/339200  187/2100 1/40
35/384 0 500/1113 125/192 —2187/6784 11/84 0

Fonte: MATLAB (2022).

Os coeficientes do primeiro quadrante correspondem aos ,Bj, os do segundo quadrante

correspondem aos «; e 0s do quarto quadrante aos y,. A primeira linha dos coeficientes y, fornece

a solugéo acurada de quinta ordem e a segunda linha tem ordem quatro. Os coeficientes obtidos
pela diferenga entre os coeficientes de ordem quatro e de ordem cinco determinam o erro da
solucdo. Quando esse erro ultrapassa o erro toleravel, isso significa que o passo adotado na
solucdo esta elevado. Quando isso ocorre o método de Dormand-Prince realiza um reajuste do
passo de modo que o erro se torne inferior ao toleravel.

Como a equacdo diferencial do movimento é de 22 ordem e o método em questao resolve
apenas equac0es diferenciais de 12 ordem, o que se faz é dividir a equacdo de 22 ordem em duas
de 12 ordem, tornado possivel a utilizacdo do método para resolugédo desse sistema de equacdes

diferenciais. Esse rearranjo é apresentado a seguir.

X =v=[u2)]

X=v= -Ex -Ev +E =- w?x - 2E0v+F/m = - 0*[u(1)] - 2E0[u(2)]+F/m (13)
m m m

mit+cex+hkx=F —

A funcdo oded5 pelo método de Dormand-Prince resolve o sistema de equacdes
diferenciais acima, com condicGes iniciais ou Problemas de Valores de Iniciais (PVIs) pré-
estabelecidos, onde o passo empregado é o intervalo de tempo desejado. A funcdo ode45
obedece o seguinte formato: [TOUT,YOUT] = ODE45(ODEFUN,TSPAN,Y0,0PTIONS).
Onde: TOUT ¢é o tempo de saida; YOUT é a matriz de saida cujo primeiro valor é o
deslocamento e o segundo é a velocidade; ODEFUN é a matriz de entrada das funcGes

apresentadas na Eq. (8); TSPAN é o vetor tempo com o passo indicado; YO é o vetor das

condigdes iniciais; OPTIONS ¢ utilizado para passar quaisquer outros parametros pela fungéo
ode45.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Para ilustrar o comportamento de um sistema massa-mola amortecido com resposta livre
e forcada, foram realizadas simulacdes para 0 modelo da Figura 1 utilizando a funcéo ode45 do
MATLAB, e foram comparadas as respostas obtidas com as soluc¢des analiticas. As simulagdes
foram feitas utilizando seis taxas de amortecimento & diferentes. Os dados utilizados nas

simulacdes estdo dispostos na Tabela 01.

Tabela 1 — Dados de Entrada.

Massa - m (kg) 5.00
Rigidez da mola - k (N/m) 1000.00
Deslocamento inicial — ug (cm) 5.00
Velocidade inicial — vo (cm/s) 0.00
Amplitude de excitacao - Fo (kg.cm/s?) 5000.00
Frequéncia forcada - @ (rad/s) 4o
&1, &2, &3, &4, G5, o 0.00, 0.10, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00

Fonte: Elaborada pelos autores, 2022.

De posse dos dados de entrada, foi possivel calcular a frequéncia natural do sistema w

e a frequéncia da forca de excitacdo @, uma vez que foi dada a razéo de frequéncias:

_ |k _ [0 Ny
w = m— S(kg) = . rad/s

=4 — w=4-14.14=56.56 rad/s

=

elal

Foi adotado um intervalo de tempo t de 2s variando em passos de 0.001s. A funcdo
ode45 utiliza os dados de entrada e realiza um loop com a fun¢do complementar que contém as
duas equac0es diferenciais de 1% ordem, esse loop € realizado para cada valor de t aplicando o
método numérico de Dormand-Prince. Contudo, a funcdo determina apenas os valores de
deslocamento e velocidade do sistema. Para determinar a aceleragdo utilizou-se a fungdo
gradient do MATLAB nos dados da velocidade.

A solucéo analitica foi encontrada por meio da Eq. (10), porem, tal solucdo fornece
apenas os resultados do deslocamento em funcao do tempo t. Desse modo, também foi utilizado
a funcdo gradient para determinar as solugdes analiticas de velocidade e aceleragdo do sistema.
Foram gerados os graficos de deslocamento, velocidade e aceleragdo em funcdo do tempo do

sistema livre e forcado com diferentes taxas de amortecimento, sendo os mesmos apresentados

a sequir.
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Figura 4 — Grafico Deslocamento vs Tempo do Sistema Livre.
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Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.
Figura 5 — Gréfico Velocidade vs Tempo do Sistema Livre.
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Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.

Figura 6 — Gréfico Aceleracdo vs Tempo do Sistema Livre.
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Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.
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Figura 7 — Gréfico Deslocamento vs Tempo do Sistema Forcado.
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Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.
Figura 8 — Gréfico Velocidade vs Tempo do Sistema Forgado.
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Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.
Figura 9 — Grafico Aceleracdo vs Tempo do Sistema Forcado.
2300 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —[ode45 [£=0.00 ]
X [SA[£=0.00]
L —[oded5 | £=0.10]
2000 O [SA[£=0.10]
——[oded5 | £=025]
+ [SA|£=025
1500 - —{odelém:o;m
O [SA[£=0.50]
——[ode45|£=0.75]
- 1000 O [SA[£=0.75]
2 ——[ode45|£=1.00]
§ 500 [~ A [SA|£=1.00]
2
E o
3
<
-500
4
-1000 -
-1500
-2000
0

Tempo (s)
Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.
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E possivel notar que as respostas numéricas obtidas pela fungdo ode45 apresentaram
6tima concordéncia em relagdo as solugdes analiticas para todas as taxas de amortecimento e
em ambos os sistemas. No sistema livre, quando £ = 0.00 0 mesmo ndo entrou em repouso, 0
que é coerente, uma vez que quando ¢ = 0.00 ndo ha amortecimento. A medida que a taxa de
amortecimento aumentava, o sistema atingia o equilibrio mais rapidamente, tendo alcancado o
repouso sem oscilacdo quando atingido o amortecimento critico (¢ = 1.00).

No sistema for¢ado, 0 mesmo nédo chegou a atingir o equilibrio, e isso ocorreu devido a
forca de excitacdo harmonica atuando no sistema. Quando havia amortecimento (¢ # 0.00), o
deslocamento tendia ao movimento causado pela forca harménica correspondente a solucéo do
estado estacionario da Eq. (8). Foram obtidos os valores maximos de deslocamento, velocidade
e aceleracdo dos sistemas livre e for¢ado para cada valor de taxa de amortecimento. Tais valores
séo apresentados nas Tabela 2 e 3.

Tabela 2 — Respostas Maximas do Sistema Livre.

¢ Deslocamento (cm) Velocidade (cm/s) Aceleracdo (cm/s?)
0.00 5.00 70.71 996.67
0.10 5.00 60.88 982.71
0.25 5.00 50.24 962.25
0.50 5.00 38.54 929.40
0.75 5.00 31.14 898.05
1.00 5.00 26.01 868.13

Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.

Tabela 3 — Respostas Mé&ximas do Sistema Forgado.

é Deslocamento (cm) Velocidade (cm/s) Aceleracdo (cm/s?)
0.00 5.48 89.98 2037.24
0.10 5.00 81.09 1735.02
0.25 5.00 70.91 1440.77
0.50 5.00 57.78 1175.78
0.75 5.00 49.25 1096.33
1.00 5.00 42.95 1022.06

Fonte: Elaborado pelos autores, 2022.

E possivel observar que os deslocamentos méaximos de todos do sistema livre equivalem
ao deslocamento inicial. Isso ocorre devido ao fato de ndo haver uma forga externa sendo
aplicada que faga o sistema se deslocar além de sua posicéo inicial. J& no caso do sistema
forcado € possivel observar que a acdo de tal forca sé foi capaz de provocar um deslocamento
maior gque o inicial apenas no caso de & =0.00.

Pode-se notar também que as velocidades e aceleragdes maximas decresceram a medida
que as taxas de amortecimentos aumentaram, sendo entdo inversamente proporcional a essa

, propriedade. Tal fenbmeno é explicado em razdo de que quanto maior € a taxa de
_— amortecimento, maior é a tendéncia de repouso do sistema.
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CONSIDERACOES FINAIS

As respostas numeéricas de deslocamento, velocidade e aceleracdo em fungédo do tempo
do sistema massa-mola amortecido livre e forcado obtidas pela funcdo ode45 do MATLAB,
que emprega o0 método de Dormand-Prince, alcancaram Otima concordancia em relacdo as
solucBes analiticas para todas as taxas de amortecimento, ou seja, reproduziu solucbes
confidveis e satisfatorias.

Embora o ode45 seja uma funcdo que empregue um método numerico, ou seja, que nao
apresenta resultados exatos, a sua solucgdo € altamente confidvel devido ao erro minimo que ela
produz. Isso ocorre em virtude de que, quando o erro da solucdo ultrapassa o erro toleravel, o
passo adotado na solucdo esta elevado, entdo € realizado um reajuste do passo de modo que o
erro se torne inferior ao toleravel.

A partir das solucdes, foi possivel realizar algumas constatacdes. Para o sistema livre,
quando & =0.00 o sistema nao retorna ao seu estado de equilibrio, ou seja, permanece oscilando
initerruptamente. Quanto maior a taxa de amortecimento, mais rapidamente o sistema retorna
ao seu estado de equilibro e ao atingir o amortecimento critico (¢ = 1.00), o sistema atinge o
equilibrio sem oscilag&o.

Contudo, ao analisarmos o sistema forgcado, percebeu-se que independentemente do
valor de ¢ o sistema nunca entra em repouso. Isso se deve ao fato de haver uma forca de
excitacdo atuando no sistema. Tal forca provoca perturbacGes periddicas no sistema, o que

provoca deslocamentos e o impede de ficar imdvel.
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