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INTRODUCAO

Podemos dizer que hoje, os primeiros nimeros a serem estudados pelos alunos do
ensino fundamental, sdo 0s nimeros naturais e 0s nimeros inteiros. Como consequéncia, sdo
estudadas suas diversas propriedades a medida que o progresso académico vai acontecendo.
Entretanto, é muito raro ver alunos dos ensino fundamental ou médio estudando tais topicos
com um tratamento formal maior acerca dos seus resultados. Segundo Pereira (2013), em
geral, as demonstracfes no ensino médio sdo esquecidas e resultados matematico sdo vistos
como verdades absolutas. Dai, a importancia de um tratamento formal acerca desses
conjuntos, com a idéia de trazer mais esclarecimentos e sanar todas as possiveis davidas que
possam permear tais conjuntos, se torna em muitos casos, Gtil. Deste modo, neste trabalho,
desenvolvemos a idéia da construcdo do conjunto dos nimeros naturais através dos famosos
axiomas de Peano. “Essa axiomatiza¢do do conjunto dos niimeros naturais ¢ uma adaptacdo
para a simbologia matemaética atual daquela que foi apresentada pelo matematico italiano
Giuseppe Peano, no final do século XIX” (FERREIRA, 2013, p. 19-20).

Por conseguinte, sabendo o que de fato € o conjunto dos nimeros naturais bem como
suas propriedades, algumas nocgOes basicas de conjuntos e relacbes de equivaléncia,
construimos o conjunto dos numeros inteiros. Pode parecer razoavel considerar 0os nimeros
inteiros negativos apds a construgdo do conjunto dos ndmeros naturais. Acontece que,
simplesmente considerar os inteiros negativos como se faz no ensino fundamental, ndo traz
um rigor matematico e pode deixar lacunas de ddvidas para os alunos mais entusiasmados.
“Do ponto de vista do rigor matematico, apenas admitir a existéncia de numeros inteiros
negativos e incorpora-los ao conjunto dos nimeros naturais ndo ¢ adequado.” (FERREIRA,
2013, P. 43).
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Uma construgdo via axiomas de Peano como essa, representa séculos de avanco
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matematico e tem uma importancia para a divulgagdo matemaética, no sentido de que,
professores ao repassar ou ter dominio de conteddos como esse, contribuem
significativamente para o desenvolvimento da matematica em dois aspectos: Primeiro, 0s
professores conseguem tirar as mais diversas davidas de seus alunos com relacéo a estes dois
conjuntos e segundo, proporciona para seus alunos, novas técnicas de resolver problemas
matematicos no cotidiano e nas olimpiadas de matematica.

Em nosso estudo, adotamos o quadro branco, bem como, a plataforma Google Meet
para as exposi¢des de contetdos e discussdes com o auxilio de uma mesa digitalizadora.

Houve discussdes sobre as formas de resolver os problemas, que por sua vez,
contribuiram significativamente para a clareza da construcéo e a exploracdo de novas formas
de solucdo. Concluindo, ap6s discorrermos sobre a idéia da constru¢do dos conjuntos dos
ndmeros naturais e inteiros, trouxemos implicacfes fundamentadas para a divulgacdo e

desenvolvimento da matematica.

METODOLOGIA (OU MATERIAIS E METODOS)

Houve exposi¢cdes de contetdos tedricos, bem como, a resolucdo e discussdo dos
varios problemas propostos na nossa referéncia bibliografica norteadora. No inicio, fizemos
nossas exposicdes e resolu¢bes com o auxilio de pincel e quadro branco. Posteriormente, as
exposicoes foram feitas através de slides e notas do autor. Ja as resolucdes das questdes, deu-
se de forma anéloga as exposicdes. A coleta de informacdes acerca de dados referentes a
importancia das olimpiadas, do rigor matematico e a importancia das técnicas usadas na nossa
construcdo para com os alunos, foram retiradas de dissertacdes, artigos cientificos, livros

publicados e também dos PCN’s.

REFERENCIAL TEORICO

O conceito de relacdo de equivaléncia, classes de equivaléncia e conjuntos quocientes
permearam grande parte do nosso trabalho, dessa forma, o seu estudo foi indispensavel para o
entendimento das construcoes.

A formalizacéo que adotamos foi a axiomatica ndo construtiva, isto &,
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Ela consiste simplesmente em assumir a existéncia do conjunto dos nlmeros
naturais (a partir do qual construiremos os demais conjuntos numéricos). Mas o que
significa "assumir a existéncia do conjunto dos nimeros naturais"? Significa assumir
a existéncia de um conjunto satisfazendo certos axiomas que sdo capazes de
caracterizar completamente, e de forma rigorosa, a nossa ideia intuitiva de conjunto
dos nimeros naturais. (FERREIRA, 2013, p. 19).

Esses “axiomas” sdo justamente os axiomas de Peano, quando admitidos, nos
fornecem ferramentas para de fato construir o conjunto dos nimeros naturais. Veja que, por
mais simples e intuitivo que pareca admitir propriedades como comutativa e associativa com
relacdo as operagOes de adigdo e multiplicacdo nos naturais, com os axiomas de Peano, sua
demonstracdo se torna plenamente possivel.

Apds a apresentacdo dos axiomas de Peano, a definicdo das operacGes de adicao,
multiplicacdo, a relagdo de ordem nos naturais e as demonstracfes de suas principais
propriedades, construimos de fato, o conjunto dos nimeros naturais e passamos a considera-lo
como N={0,1,2,3,...}.

A partir da relacdo de equivaléncia ~ em N x N definida por (a, b) ~ (c,d) quando
a+d =b+c, denotamos por (a,b) a classe de equivaléncia do par ordenado (a,b) pela

relacdo ~, isto &,
(a,b) ={(x,y) € NXN); (x,¥) ~ (a,b)}.

Isso nos permite definir o seguinte o conjunto quociente N x N /~, constituido pelas

classes de equivaléncia (a, b). O denotamos por Z e 0 chamaremos de conjunto dos numeros

inteiros. Isto &,
Z =(NXxN/~)={(ab);(a,b) €N XN}

A partir disso, definimos a operacdo de adi¢do, multiplicacdo, sua relagéo de ordem e

suas propriedades que sdo demonstradas usando as propriedades dos nimeros naturais.
RESULTADOS E DISCUSSAO

A idéia de trazer um fundamento para aquilo que concebemos intuitivo ou deduzivel na
matematica, é de grande importdncia para a humanidade, principalmente para alunos no
ensino médio, onde ainda temos alguns problemas a serem enfrentados. “Atualmente em nivel

de Ensino Médio as demonstracbes sdo, em sua grande maioria, postas de lado, e os
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resultados matematicos costumam ser exibidos como verdades absolutas sem
questionamentos.” (PEREIRA, 2013, p. 10).

Construgdes como essas, fornecem para os alunos do ensino fundamental e médio, uma
gama de novas técnicas para resolver problemas matematicos no cotidiano ou em provas de
cunho académico. Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica para o terceiro ciclo

do ensino fundamental ainda atentam para a importancia desse fato.

Os parametros curriculares nacionais de Matematica para o terceiro ciclo do Ensino
Fundamental (6° e 7° anos) apontam para a importancia dos estudantes
reconhecerem os nlmeros naturais e inteiros em diversos contextos, tanto cotidianos
quanto histéricos. Inclusive sugerem a proposicdo de situacdes-problema onde as
ideias de falta, diferenca, orientacdo e deslocamento possam ser exploradas
(BRASIL, 1998, p. 71 apud BRITO, 2017, p. 8-9).

Como exemplo de técnica, temos o Principio da Indugcdo Completa (Um dos axiomas
de Peano) que € muito utilizado nas olimpiadas OBMEP e OBM. “Sua importancia é tal que o
professor Abramo Hefez, em seu artigo sobre Inducdo, afirma que este tema deveria ser de
conhecimento de todo aluno de Ensino Médio” (PEREIRA, 2013, p. 10). As olimpiadas de
matematica tais como OBMEP, tem um grande impacto na vida dos jovens brasileiros e como

consequéncia, € um progama importantissimo no cenario nacional.

Demonstramos que a OBMEP tem efeito positivo e estatisticamente significativo de
2,14 pontos nas notas médias de matematica das escolas na Prova Brasil (2007) na
82 série do ensino fundamental. Esse impacto é crescente conforme o maior nimero
de participacdes das escolas nas edi¢bes anuais da OBMEP, e € maior nos percentis
mais elevados das distribui¢cBes de notas dos alunos (BIONDI; VASCONCELLOS;
FILHO, 2009, p. 16).

Os beneficios de uma constru¢cdo como essa, quando divulgadas/ensinadas, podem
trazer um impacto pessoal na vida dos alunos e no desenvolvimento da matematica, como ja
mencionamos anteriormente. Além disso, traz outros beneficios segundo Biondi,
Vasconcellos e Filho (2009).

A andlise de retorno econdmico trouxe resultados positivos, nos levando a concluir
que a realizacdo da OBMEP proporciona beneficios para a qualidade da educacéo
publica do pais, com impacto direto nas avaliagdes educacionais e ganhos futuros
em termos de rendimento no mercado de trabalho dos participantes (BIONDI;
VASCONCELLOS; FILHO, 2009, p. 16).

Deste modo, a construcdo fundamentada do conjunto dos numeros naturais e dos
nameros inteiros, podem trazer relevantes resultados na area da educagdo matemaética. Ao
dominar essa construcdo e suas técnicas, professores podem se sentir mais seguros em suas

respectivas salas de aulas para tirarem eventuais davidas relacionadas a esses dois conjuntos.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, direcionamos nossa atencdo em discorrer sobre uma construcéo
rigorosa e fundamentada do ponto de vista matemético para 0s conjuntos dos nimeros
naturais e inteiros.

Com os axiomas de Peano, demos a ideia da construcdo do conjunto dos numeros
naturais, e por consequéncia deste, o conjunto dos nimeros inteiros. Vimos também, como os
parametros curriculares nacionais destaca acerca da compreensao desses dois conjuntos.

Destacamos 0 qudo importantes sdo os axiomas de Peano, as técnicas usadas na
construcdo e por conseguinte, os seus efeitos positivos na sociedade.

Esperamos que esse trabalho cumpra com o seu papel principal que € a divulgacéo
matematica. E que sim, podemos tornar entes que por muitos sdo considerados como
primitivos (os conjuntos dos numeros naturais e inteiros) em uma ideia matematica que tem o
seu rigor e fundamento.

Além do mais, esperamos que esse trabalho proporcione uma visdao mais critica a
respeito dos conjuntos dos numeros naturais e inteiros para alunos do ensino médio e
fundamental. Esperamos também, que esse trabalho abra oportunidades para que professores
possam comentar sobres 0s axiomas de Peano em suas salas de aulas.

Uma comparacao da nossa construcdo com o metodo de construcdo do conjunto dos
nimeros naturais via teoria dos conjuntos, pode-se tornar muito proveitosa em varios
aspectos. Por Gltimo e ndo menos importante, uma diagonal entre o que é explanado no ensino

fundamental e médio com a construcdo deliberada neste trabalho, podem ser bastante Uteis.
Palavras-chave: Axiomas de Peano; Conjuntos numeéricos; Construcdao; Matematica.
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