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RESUMO

Com a busca pelo conhecimento por parte do homem, foi descoberta o fenémeno fisico mais importante
para o funcionamento da sociedade moderna, a eletricidade. Hoje, a eletricidade é sem dlvida a principal
fonte de energia utilizada pelo homem, devido ao fato de ser facilmente transportada e distribuida, além
da sua facil conversdao em outras formas de energia. Desde entdo, surgiram os eletrénicos que sdo
aparelhos que utilizam a eletricidade, um dos exemplos mais conhecidos é o computador. Na eletronica
se trabalha com circuitos elétricos que é um conjunto de elementos elétricos (resistores, capacitores,
indutores, etc.) interligados através de uma placa, no computador temos a placa-méae como um exemplo
de um circuito complexo. Entre os tipos de circuitos, estd o circuito RLC, que é constituido de um
resistor, um indutor e um capacitor, interligados em série ou em paralelo. O trabalho proposto tem como
funcéo analisar um problema para o circuito RLC modelado por uma equagdo diferencial de segunda
ordem com coeficientes varidveis, sendo utilizado como método de resolucdo o método de séries de
poténcia, chegando assim numa solugdo analitica para o problema, levando em consideragdo uma
resisténcia variavel.
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INTRODUCAO

A eletricidade corresponde a uma area da fisica responsavel pelo estudo dos fenbmenos
associados a cargas elétricas. Pode-se afirmar que sem o estudo sobre a eletricidade a dindmica
atual da sociedade moderna seria inviavel, visto que utilizamos a eletricidade constantemente.

Dentro do estudo da eletricidade, encontra-se um assunto relevante que sao 0s circuitos
elétricos. Um dos problemas encontrados é o circuito RLC que é formado por uma resisténcia
R, um indutor L e uma capacitancia C, o funcionamento do circuito é observada com auxilio de
uma chave que interliga duas malhas. Como feito com relagéo aos circuitos RC e RL, Machado
(2012) mostra que para montar o modelo que descreve o circuito RLC se considera as quedas

de potencial nos elementos de circuito e as utiliza na lei das malhas.
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O modelo de circuitos elétricos se da pelo processo de entendimento de equagdes que

envolvem as derivadas da corrente elétrica que passa pelo circuito em relagcdo ao tempo. Estas

equacOes sdo denominadas equaces diferenciais.

Uma concepcao historica das equacgdes diferenciais, retratada pelo Boyce (2006), afirma
que o estudo das mesmas se iniciou no século XVII, pelos matematicos Issac Newton (1642 —
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Segundo NObrega (2016), no
desenvolvimento inicial, alguns matematicos tiveram destaque, onde se pode citar Newton,
Leibniz, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange e
Laplace.

Diversos livros trazem o problema do circuito RLC com resisténcia constante, mas neste
trabalho, sera analisado o circuito RLC com resisténcia com dependéncia linear no tempo. Este
trabalho consiste na analise matematica do circuito através da resolucdo de uma equacgéo

diferencial com resisténcia variavel.

METODOLOGIA

Este trabalho tem como objetivo analisar um circuito cujos componentes sdo resistor,
capacitor e indutor, sendo que vamos obter uma solucdo para uma equacao diferencial deste
circuito considerando que a sua resisténcia ird variar em relacdo ao tempo conforme uma
equacdo genérica de segundo grau. Ou seja, neste trabalho iremos resolver uma equacéo
diferencial de segunda ordem com coeficientes variaveis, utilizando o método de séries na sua
resolucdo, de forma a obter uma equacdo que descreva de forma genérica um circuito do tipo
RLC.

Para resolver a equacdo diferencial que representa o circuito RLC com resisténcia
variavel foi realizado diversas pesquisas em materiais disponiveis na rede e em livros sobre 0s
conceitos basicos da eletricidade e resolucdes de equacbes diferenciais. Para resolver o

problema proposto no artigo foi realizado o estudo do método de séries para resolugédo de EDO.

REFERENCIAL TEORICO

Por definigdo um circuito RLC é um circuito elétrico no qual os componentes sdo: um

resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C). Esses componentes podem estar conectados em

série ou em paralelo.
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Figura 1: Circuito RLC em série.
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Fonte: FAP-0214, 2006.

O resistor € o componente mais comum dos circuitos elétricos, a sua fungdo é limitar o fluxo
de corrente que passa pelo circuito. Como o proprio home sugere, 0 resistor vai exercer uma
resisténcia a passagem da corrente elétrica. Esse componente pode ser usado como dissipador
da energia elétrica, por exemplo convertendo essa energia em energia térmica. A funcdo que

fornece o valor da resisténcia € mostrada abaixo:

Onde R é a resisténcia, V € a tensdo sobre o resistor e i é a corrente que passa pelo resistor.
Existe também os resistores variaveis, que sdo aqueles em que a sua resisténcia pode ser
alterada, sendo usados em ajustes ou controles. Os dois tipos mais comuns entre esses resistores
s80 0s trimpots e 0s potencidmetros.
Os trimpots sdo usados quando ndo é necessario ajustar o valor da resisténcia frequentemente.
J& os potencidmetros sdo utilizados como elemento de controle, sendo empregado no controle
de volume, velocidade, brilho e etc. Para um resistor variavel, a equacao que determina a sua
resisténcia é dada pela expressao:

R = Ry(1+x At)

O indutor sdo elementos que podem armazenar energia de natureza magnética em um circuito
elétrico. Ele contém dois terminais e € composto por N enrolamentos. Quando os enrolamentos
séo constituidos de fios ideais, sem resisténcia elétrica, ele é considerado um indutor ideal. O
seu papel é produzir indutancia devido a passagem das corrente elétrica, variando com o tempo,

nos enrolamentos, causando assim uma tensdo auto induzida.

A tensdo nos terminais de um indutor é dada pela expresséo:
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v _Ldi
L= ™de

Onde V é atensdo induzida, L é o coeficiente de indutancia e di/dt é a expressdo para a variagéo
da corrente com o tempo.

O capacitor pode cumprir diversas fun¢des num circuito elétrico, mas a sua fungéo principal é
a de armazenar cargas elétricas. A capacitancia € uma propriedade que mede a eficiéncia dos

capacitores, a capacitancia € dada pela expresséo:

C =

</

Onde C ¢ a capacitancia, Q é o médulo da carga e V é a tenséo sobre o capacitor.

Em um circuito de malhas, temos que a diferenca de potencial vai ser dada pela expressao:

AV:—fﬁ-E

Entretanto, uma malha é um circuito fechado, dessa forma, a integral de linha analisada
anteriormente vai resultar em zero. A conclusao desse resultado € que em uma malha fechada
a soma algeébrica das tensdes em cada componente vai resultar em zero, afinal o ponto inicial e

final da malha é o mesmo.
RESULTADOS E DISCUSSAO

Foi visto anteriormente que geralmente os resistores de resisténcia variavel variam linearmente
e proporcional a variacdo da temperatura através da equacao:
R = Ry(1+x At)
Entretanto, neste artigo iremos resolver a equacdo diferencial considerando uma funcéo
diferente, neste caso vamos adotar que a resisténcia ird variar conforme a equacao abaixo:
R=at>+ft+y
Aplicando as relagGes de tensdes obtidas para o resistor, capacitor e indutor na lei Kirchhoff das
malhas, vamos obter a expressao:
Ve +Vo+V, =0

Ri + : +L L= 0
teThae T
Derivando a equacéo anterior em relacdo ao tempo obtemos a expressdo abaixo:
di dR 1dq  d?i

Retiatcatlae™

0
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Agora substituindo a resisténcia pela funcdo de segundo grau analisada anteriormente,

substituindo a expressdo da variacdo da carga pelo tempo por corrente e isolando a EDO de segunda
ordem obtemos a equagéo abaixo:
(at? + Bt +y) di 1 2at+p\.
dtz L dt (E T)l =
Partindo da equacdo diferencial para um circuito RLC com resisténcia variavel e utilizando o
método de séries de poténcia admitimos que a solucdo i(t) vai ser uma série de poténcia:

o
i= Z a,t"
n=0
Fazendo a primeira derivada e a segunda derivada da corrente e substituindo na equacdo do
circuito, vamos obter a seguinte equag&o:

o)

a
z a,n(n— 1)t + ZZ a,nt™* 4 gz a,nt™ + %Z a,nt=1

n=2
1< 20 B
i a,t™ + + TZ a,t D + — Z a,t® =0

n=0 n=0 n=0
Agora através de substituicdes, normalizamos o expoente de t para que seja igual a n e 0s

somatodrios para que todos inicializem com n=2, dessa forma, obtemos a equag&o abaixo:

2a, + 6azt+ Z apt, (n+2)(n+ D"+ — Z ap_1(n—Dt" + Ealt
=2

a;t
+ - Zannt“+ a; + a2t+LZ an+1(n+1)tn+ﬁ+ﬁ

LC ant”+—a0t+—2an 1t"+ a0+ alt+ﬁ2ant”—0

n=2
Isolando os termos da equacdo em relagdo a ordem das poténcias de t podemos encontrar 0s
valores das constantes ‘a’.
Em relagdo a poténcia de ordem 0 encontramos:

Y ag p
2 —
a, +-— a1+LC+L =0

Em relagdo a poténcia de ordem 1 encontramos 0s seguintes termos:

2 a 2a
6a3+Ea1+ ya F 4= a0+ﬁa1—0

L L LC L
Agora em relacdo & ordem n vamos encontrar 0s seguintes termos:
o B Y 1 2a
aps2(n+2)(n+1) + Ean_l(n 1)+ - T anll + Lan+1(n +1)+— c? n+ T n-1
+ 'i—)) a, =0
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Isolando o termo a,,, acima podemos criar uma funcdo que ird fornecer os valores das

constantes ‘a’ para as posi¢cdes n>2. Os valores de ‘a’ para a posi¢do 2 e 3 podem ser encontradas nas

equacbes anteriores.

a 1 2a
B Zan_l(n— 1) +%ann+ ]Z/anﬂ(n +1)+ Ic%+ T ano1 t gan un > o
Ontz = (n+1)(n+2) V=
Dessa forma, vamos ter que as constantes ‘a’ até a ordem 5 sao:
I e S
%= =50 "¢ T TAO

w=a B _ 1), ( +£_1)
37 "\6L2 3L 6LC °\6CL2 " 612 3L

B < a By vP  vB 14 14 a Py )

——+ - + + —— -
121 1212 7213 " 3612 ' 7212C ' 2412C 6L = 24l2

B B v: VB ar 1 B B
+a°@2ﬂc+1u2_7um3_7mﬁ+3aﬁ+pu%ﬂ+24aﬁ+24ﬂc
2
=
24L2>
e (X B B B ye B ¥ VB v ¥
1\2012 4013 " 2012 " 40L2C ' 6012 60L3 ' 360L* 180L® 360L3C 120I3C
Ly By B 1 ve Byt B
3012 12013 120CL3® ' 60CL? ' 120L2C? ' 2017 120L3 ' 60L?
B
T T202¢

360CL* * 360L*

v Be _ ¥vB _vB aB® By vB v VB
°\20C12 " 2012 40CI3 ~ 40I3 ' 2012 60L3C 60L3

et v B By ¥B vy  ¥B |«
18013  120L3C2  120CL3  120L3C 12013 120C2L3 120CL3 ' 60CL?
L@  vap  vB _ vB®  pa
20CL2 " 20CL2 " 120CL3 12013 * 60L2

Finalmente, vamos definir a funcéo da corrente do circuito RLC como uma funcgéo polinomial,

tendo a seguinte forma:

oo
i(t) = z Ant™ = ag + a;t + ayt? + aztd + azt* + ast® ...
n=0
E importante salientar que por ser uma equacéo diferencial de ordem 2 a equagéo caracteristica
vai ser em funcéo de duas constantes, a, e a;. A equacdo da corrente para 0 problema proposto neste

artigo toma a seguinte forma:
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(1+p0C) 1 (y(1+pBC)
[ = 1——2 = < _ 3
o a‘)[ AT
1 /2 21+ BC) «a 1 3p2
_ﬁ_M+_}/+_+£ t
1212\ C 6LC 3 202 2
= 1 52 yB(18 + 6C +8BC) y3(1+pC) ay? Y 7a+ya,8
2002\ 12LC 1812C 9L  3LCZ ' 3C ' C
4«
+—)¢°
)
y , . 1 (y? 1 .. 1 (y@4+118y) 3 .
t——t?+—|=——=-f|t ————3a|t
+a1[ 2L +3L(2L 2c P )T e 612 "
1 (Tya y*(4+238C) B v* +2_y2_y_2 i+4_ﬁz 5
2012\ 3 18LC c 182" 3 6C 6C%Z 3

onde i(t) representa uma solucdo geral para corrente no circuito RLC em um dado tempo ¢, a, S, ey
sdo constantes quaisquer para uma variagao da resisténcia, L e C representam a indutancia do indutor e

a capacitancia do capacitor, respectivamente.

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi realizada uma anéalise de um circuito RLC com a resisténcia variavel,
tomamos para representar o circuito uma equagdo obtida através das leis das malhas, entéo a
transformamos em uma equacéo diferencial de segunda ordem para obter a funcéo da corrente
em funcédo do tempo. Por fim, resolvemos a EDO utilizando o método de séries de poténcias e
chegamos a um valor aproximado de uma equacdo para corrente com coeficiente variaveis.
Sendo assim, 0 método de séries utilizado se mostrou eficiente na obtencdo da solucdo do
problema para coeficientes ndo-constantes.
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