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RESUMO 

 
Tendo em vista a grande importância dos circuitos elétricos no cotidiano, o amplo campo de aplicações 

dos mesmos, é de extrema importância o estudo destes. Com a intensão de prever como os circuitos se 

comportam em seus componentes, se torna imprescindível a tentativa de aproximar cada vez mais a 

teoria para o mundo real. É importante lembrar que a maioria dos fenômenos naturais são mostrados a 

partir de modelagens matemáticas, assim como nos circuitos elétricos. Boa parte desses fenômenos 

podem ser expressos na forma de uma equação diferencial. Com o intuito de desenvolver uma equação 

que demonstre como o circuito RLC se comporta em situações reais, foi adotado para o mesmo, diferente 

do que a maioria das literaturas trazem, uma resistência variável, que varia linearmente com o tempo. 

Para tornar possível a solução do problema, a equação do circuito foi modelada até ser expressa pela 

equação de hipergeométrica confluente. Após tal modelagens, conhecendo a solução da equação de 

hipergeométrica confluente, chegou-se na solução do circuito RLC com resistência variável. 
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INTRODUÇÃO 

 

Motivado pelo afeto medo, o conhecimento, segundo a filosofia, encandeou-se. Por 

medo dos fenômenos naturais o homem percebeu a necessidade de entende-los para conseguir 

viver em segurança. Com uso da filosofia, o homem buscou entender os fenômenos naturais e 

sociais, porém, a comprovação de muitas dessas afirmações só se deu a partir do surgimento da 

ciência. As ciências naturais, por exemplo, através da física e química, explicam de várias 

formas alguns dos diversos comportamentos do universo.  

Dentre todos os fenômenos que ocupavam os físicos, Silva (2008) afirma que, a 

eletricidade foi o que trouxe mais contribuições. Ela corresponde a uma área da física 

responsável pelo estudo dos fenômenos associados a cargas elétricas. Pode-se afirmar que sem 

o estudo sobre a eletricidade a dinâmica atual da sociedade moderna seria inviável, visto que 
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utilizamos a eletricidade constantemente. Esses estudos em sua grande maioria são expressos 

por modelagens matemáticas, onde as equações diferenciais têm grande participação.  

Quando se fala em equações diferenciais, de uma forma mais didática, está se falando, 

segundo Zill (2007), de equações compostas por derivadas das variáveis dependentes em 

relação as variáveis independentes. Onde a resolução das mesmas se resume a encontrar funções 

que satisfazem o outro lado da igualdade. 

Uma concepção histórica das equações diferenciais, retratada pelo Boyce (2006), afirma 

que o estudo das mesmas se iniciou no século XVII, pelos matemáticos Issac Newton (1642 – 

1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716). Segundo Nóbrega (2016), no 

desenvolvimento inicial, alguns matemáticos tiveram destaque, onde se pode citar Newton, 

Leibniz, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange e 

Laplace.  

Um dos problemas que podem ser manipulados com uma equação diferencial é o 

circuito RLC. Por definição um circuito RLC é um circuito elétrico no qual os componentes 

são: um resistor (R), um indutor (L) e um capacitor (C). Esses componentes podem estar 

conectados em série ou em paralelo, o funcionamento do circuito é observado com auxílio de 

uma chave que interliga duas malhas. Como feito com relação aos circuitos RC e RL, Machado 

(2012) mostra que para montar a equação diferencial que descreve o circuito RLC se considera 

as quedas de potencial nos elementos de circuito e as utiliza na lei das malhas. 

Entretanto, como nem todos os circuitos são iguais, sofrem variações em seus 

componentes, principalmente no tocante a sua resistência, se faz necessário o estudo de quando 

a mesma varia, pela importância para a engenharia em observar resultados em corrente e tensões 

elétricas quando a resistência não é constante nos circuitos RLC, como propõe o este trabalho,  

também pela escassez do estudo desse caso, tendo em vista que a maioria das pesquisa são feitas 

quando a resistência é constante. Onde o trabalho tem objetivo de possibilitar o 

desenvolvimento e aprimoramento dos conhecimentos em sistemas elétricos. 

Quando a resistência do sistema varia se torna possível o manipular a fim de o deixar 

na forma de uma equação de Hipergeométrica Confluente, onde se dá o ponto de partida desse 

trabalho. Com isso, com o uso dos conhecimentos em equações diferenciais, é possível chegar 

a uma solução plausível. 

 



 

 

 

METODOLOGIA  

 

 A metodologia a ser utilizada inicia por uma revisão bibliográfica voltada para métodos 

de resolução de equações diferenciais e circuitos elétricos de corrente contínua.   

 Dentro das equações diferenciais, são explorados métodos de resolução de equações 

com pontos singulares regulares e dentro dos circuitos, destaca-se o estudo por circuito RLC. 

 O circuito RLC é modelado por uma equação diferencial de segunda ordem com 

coeficientes constantes. No entanto ao propor uma resistência variável no tempo, tem-se uma 

equação linear com coeficientes variáveis. Outras técnicas devem ser utilizadas. Neste trabalho, 

são utilizadas as técnicas de substituições de variáveis e o problema fica modelado pela equação 

Hipergeométrica Confluente que é deduzida da equação de Gauss.  

 Então, o percurso metodológico fica definido pelas seguintes etapas: montagem do 

circuito RLC, proposta de resistência variável, substituição de variáveis, obtenção da equação 

Hipergeométrica Confluente e solução analítica do problema estudado. 

 

DESENVOLVIMENTO 

 

Equação Hipergeométrica Confluente 

 Partindo da equação diferencial hipergeométrica, 

 
𝑥(1 − 𝑥)

𝑑²𝑦

𝑑𝑥²
+ [𝛾 − (𝛼 + 𝛽 + 1)𝑥]

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝛼𝛽𝑦 = 0  

 

(1) 

podemos encontrar uma outra equação diferencial que aprece frequentemente em problemas 

físicos. Fazendo  

𝑥 =
𝑧

𝛽
 ∴  𝑧 = 𝛽𝑥 

de modo que, pela regra da cadeia 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝛽

𝑑𝑦

𝑑𝑧
  



 

e 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑𝑧

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝑧
(𝛽

𝑑𝑦

𝑑𝑧
) = 𝛽²

𝑑2𝑦

𝑑𝑧2
 

Fazendo essas substituições em (1), temos 

𝑧

𝛽
(1 −

𝑧

𝛽
) 𝛽²

𝑑²𝑦

𝑑𝑧²
+ [𝛾 − (𝛼 + 𝛽 + 1)

𝑧

𝛽
] 𝛽

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 𝛼𝛽𝑦 = 0  

ou, fazendo algumas simplificações  

 
𝑧 (1 −

𝑧

𝛽
)

𝑑²𝑦

𝑑𝑧²
+ [𝛾 − (

𝛼 + 1

𝛽
+ 1) 𝑧]

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 𝛼𝑦 = 0  

 

(2) 

Tomando agora o limite de 𝛽 ⟶ ∞ em (2), o que é chamado de confluência. Com isso, ficamos 

com a seguinte equação diferencial: 

 𝑑²𝑦

𝑑𝑧²
+ (𝛾 − 𝑧)

𝑑𝑦

𝑑𝑧
− 𝛼𝑦 = 0  

 

(3) 

que é chamada de equação hipergeométrica confluente, em que a mesma é uma variação da 

equação de Gauss. 

 A solução da equação (3) é: 

 
ℭ(𝛼, 𝛾; 𝑧) =

Г(𝛾)

Г(𝛼)
∑

Г(𝛼 + 𝑛)

Г(𝛾 + 𝑛)Г(𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

𝑧𝑛  

 

(4) 

 

Circuito RLC 

O circuito RLC é formado por um resistor R, um indutor 𝐿 e uma capacitor 𝐶 que 

estão ligados em série a uma fonte de tensão V, como pode ser visto na figura 1. 

 

 

 



 

 

Figura 1: Circuito RLC 

 

Fonte: FAP-0214, 2006. 

 

Segundo Machado (2012), para montar a equação diferencial que descreve o circuito 

RLC, considera-se as quedas de potencial nos elementos de circuito e as utiliza na lei das 

malhas. Deste modo, temos  

 
𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 +

𝑞

𝐶
= 0 

 

(5) 

dividindo por 𝐿 e derivando em relação a 𝑡, 

 𝑑²𝑖

𝑑𝑡²
+

𝑅

𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

1

𝐿𝐶
𝑖 = 0 

 

(6) 

ou ainda,    

 

 𝑑²𝑖

𝑑𝑡²
+ 𝛾

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑤0

2𝑖 = 0 

 

(7) 

onde 𝑤0=
1

√𝐿𝐶
 e 𝛾 =

𝑅

𝐿
. 

 Reconhecemos a equação diferencial de um oscilador harmônico onde a resistência 

introduz o amortecimento. O equivalente mecânico corresponderia à massa, ligada a mola, 



 

oscilando em um fluido viscoso. Usando a notação complexa para a solução, a mesma se 

apresenta como 

 𝑖(𝑡) = 𝐴𝑒−
𝛾
2

𝑡 cos(𝑤1 + 𝜑) 
(9) 

 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Deste modo, sabendo que nem todos os circuitos são iguais, sofrem variações em seus 

componentes, principalmente no tocante a sua resistência, se faz necessário o estudo de quando 

a mesma varia. Dessa forma, manipularemos a equação do circuito RLC (5) até a transformar 

em uma equação de Hipergeométrica Conflunte (3), onde a resistência do circuito variará. 

Assim, dada a equação 

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 +

𝑞

𝐶
= 0  

considerando a resistência como sendo uma função linear, afirma-se que 𝑅 = 𝑎𝑡 + 𝑏, logo 

 
𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ (𝑎𝑡 + 𝑏)𝑖 +

𝑞

𝐶
= 0 

 

(10) 

derivando a equação (10) em função de 𝑡 e sabendo que 𝑞 = 𝑖𝑡, chegamos a 

𝐿
𝑑²𝑖

𝑑𝑡²
+ 𝑎𝑖 + (𝑎𝑡 + 𝑏)

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+

𝑖

𝐶
= 0 

Dividindo todos os termos da equação por 𝐿, tem-se   

 𝑑²𝑖

𝑑𝑡²
+ (

𝑎𝑡 + 𝑏

𝐿
)

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ (

𝑎

𝐿
+

1

𝐿𝐶
) 𝑖 = 0 

 

(11) 

Considerando  
𝑎𝑡+𝑏

𝐿
= −2𝑥, ou seja, 𝑥 =

−𝑎𝑡−𝑏

2𝐿
 segue que, pela regra da cadeia,  

𝑑𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑𝑖

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

−𝑎

2𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑥
 

𝑑²𝑖

𝑑𝑡²
=

𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
(

𝑑𝑥

𝑑𝑡
)

2

+
𝑑𝑖

𝑑𝑥

𝑑²𝑥

𝑑𝑡²
=

𝑎²

4𝐿²

𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
 



 

substituindo na equação (11) 

𝑎²

4𝐿²

𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
− 2𝑥 −

𝑎

2𝐿

𝑑𝑖

𝑑𝑥
+ (

𝑎

𝐿
+

1

𝐿𝐶
) 𝑖 = 0 

Se 𝑎 = −2𝐿, tem-se 

 𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
− 2𝑥

𝑑𝑖

𝑑𝑥
+ (−2 +

1

𝐿𝐶
) 𝑖 = 0 

 

(12) 

Dessa forma, fazemos 𝑝 = −1 +
1

2𝐿𝐶
, chegando ao seguinte resultado  

 𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
− 2𝑥

𝑑𝑖

𝑑𝑥
+ 𝑝𝑖 = 0 

 

(13) 

Agora, dada a equação (13), é possível modelar afim de chegar na equação 

hipergeométrica confluente e para isso se faz necessária, segundo Machado (2012), algumas 

substituições. Logo, partindo da equação 

 𝑖′′ − 2𝑥𝑖′ + 2𝑝𝑖 = 0 

 

 

podemos definir  

𝑝 = 2𝑚 

de modo que ficamos com: 

 𝑖′′ − 2𝑥𝑖′ + 4𝑚𝑖 = 0 

 

(14) 

ou, multiplicando todo os termos por 𝑥, 

𝑥𝑖′′ − 2𝑥2𝑖′ + 4𝑚𝑥𝑖 = 0. 

Fazendo uma mudança de variável dada por 

𝑥 = √𝑧 

Com isso, se faz necessário ainda, para fazer a substituição, encontrar 𝑖′ e 𝑖′′ em função da 

variável 𝑧. Sendo assim,  



 
𝑑𝑖

𝑑𝑧
=

𝑑𝑖

𝑑𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑧
=

1

2√𝑧

𝑑𝑖

𝑑𝑥
⇒ 𝑦′ = 2√𝑧

𝑑𝑖

𝑑𝑧
 

e 

𝑑2𝑖

𝑑𝑧2
=

1

2√𝑧

𝑑

𝑑𝑧
(

𝑑𝑖

𝑑𝑥
) −

1

4√𝑧3

𝑑𝑖

𝑑𝑥
 

=
1

2√𝑧

𝑑𝑥

𝑑𝑧

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) −

1

4√𝑧3

𝑑𝑖

𝑑𝑥
 

fazendo as devidas substituições, dos temos já encontrados, 𝑖′ e 
𝑑𝑥

𝑑𝑧
, temos   

𝑑2𝑖

𝑑𝑧2
=

1

4𝑧

𝑑²𝑖

𝑑𝑥²
−

1

2𝑧

𝑑𝑖

𝑑𝑧
⇒ 𝑦′′ = 4𝑧

𝑑2𝑖

𝑑𝑧2
+ 2

𝑑𝑖

𝑑𝑧
 

logo, a equação (14) pode ser escrita como: 

√𝑧 (4𝑧
𝑑2𝑖

𝑑𝑧2
+ 2

𝑑𝑖

𝑑𝑧
) − 2𝑧 (2√𝑧

𝑑𝑖

𝑑𝑧
) + 4𝑚√𝑧𝑖 = 0 

colocando o termo 4√𝑧 em evidência, temos  

4√𝑧 [(𝑧
𝑑2𝑖

𝑑𝑧2
+

1

2

𝑑𝑖

𝑑𝑧
) − 𝑧 (

𝑑𝑖

𝑑𝑧
) + 𝑚𝑖] = 0 

ou  

𝑧𝑖′′ + (
1

2
− 𝑧) 𝑖 + 𝑚𝑖 = 0  

Que é Hipergeométrica Confluente para 𝛾 =
1

2
. 

 Dessa forma, afim de encontrar a solução (13), basta fazer, de forma reversa, o processo 

de substituição feitas, na solução na solução da equação Hipergeométrica Confluente, ou seja, 

fazemos as substituições 𝑧 = 𝑥² e 𝑚 =
𝑝

2
. Assim 

 

ℭ(𝑝, 𝑥) =
Г (

1
2)

Г(
𝑝
2)

∑
Г(

𝑝
2 + 𝑛)

Г (
1
2 + 𝑛) Г(𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

𝑥2𝑛 

 

(15) 



 

 Agora, afim de encontrar uma solução para o ciruito RLC com resistência variável (10), 

fazemos a substituição 𝑥 =
−𝑎𝑡−𝑏

2𝐿
 e 𝑝 = −1 +

1

2𝐿𝐶
. Logo,  

 

 

𝑖( 𝑡) =
Г (

1
2)

Г (−
1
2 +

1
4𝐿𝐶)

∑

Г ((−
1
2 +

1
4𝐿𝐶) + 𝑛)

Г (
1
2 + 𝑛) Г(𝑛 + 1)

∞

𝑛=0

(
−𝑎𝑡 − 𝑏

2𝐿
)

2𝑛

 

 

 

Equação essa que que fornece a soluçãp analiítica da corrente em função do tempo. 

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

 Portanto, com base em todos os tópicos apresentados, percebeu-se a importância das 

equações diferenciais para a resolução de problemas físicos com características diversas. 

Quando tratamos do circuito RLC se notou a importância do estudo do mesmo quando a sua 

resistência varia na área das engenharias, assim como para o cotidiano, além mostrar sua 

importância no campo da ciência, tendo em vista que a maioria dos estudos apresentados 

abordam um circuito com resistência constante. Onde através da equação de Hermite e da sua 

solução, chegou-se a uma resposta para a expresão  do circuito RLC com resistência não 

constante. Mostrando assim que o conhecimeto na área das equações diferenciais é de extrema 

importância em diversas áreas da ciência, tornando possível e mais simples a solução de 

diversos problemas.  
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