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RESUMO

Os circuitos elétricos sdo os responsaveis pela distribuicdo da corrente elétrica entre os aparelhos que o
constituem, onde, de acordo com esses equipamentos, tém comportamentos diferentes. Desde modo,
como nem todos 0s circuitos sdo iguais, sofrem variagdes em seus componentes, principalmente no
tocante a sua resisténcia, se faz necessario o estudo de variacdes do problema ideal. Uma variacéo a ser
considerada € o circuito RLC com uma resisténcia que tem dependéncia temporal. O problema nao é
mais uma equacdo com coeficientes constantes como apresentado na literatura e passa a um método de
substituicdo de variaveis e pode ser modelado pela equacdo de Hermite. Ap6s um as devidas
substituicOes, a equacao de Hermite € solucionada e assim, pode ser apresentada a fungdo que descreve
0 comportamento da corrente em qualquer tempo.

Palavras-chave: Circuito RLC, EquacOes diferenciais, Equacdo de Hermite, Resisténcia
variavel.

INTRODUCAO

O encadeamento do conhecimento, segundo a filosofia, € motivado pelo sentimento
chamado medo. Por medo dos fendmenos naturais o ser humano passou a buscar explicacfes
para 0s mesmos. Com a filosofia, 0 homem, buscou entender diversos fenGmenos sociais e
naturais, entretanto, com o surgimento da ciéncia foi possivel a comprovagéo de muitos desses.
As ciéncias naturais, por exemplo, através da fisica e quimica, explicam de varias formas alguns
dos diversos comportamentos do universo. Essas explicagbes, na maioria das vezes, sao
comprovadas a partir de modelagens matematicas, onde as equacOes diferenciais tém papel

fundamental para tal.
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Uma concepcao histérica das equacdes diferenciais, retratada pelo Boyce (2006), afirma

que o estudo das mesmas se iniciou no século XVII, pelos matematicos Issac Newton (1642 —
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Segundo Noébrega (2016), no
desenvolvimento inicial, alguns matematicos tiveram destaque, onde se pode citar Newton,
Leibniz, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange e

Laplace.

Apesar de uma pequena atuacao na area das equacdes diferenciais, Newton forneceu,
através do desenvolvimento do célculo e explanagdo dos principios basicos da mecanica, uma
base para aplicacdo das equacdes diferenciais no século XVIII. Ele classificou as equacdes
diferencias de primeira ordem, onde desenvolveu uma técnica para resolver a tltima equacéo,
usando séries infinitas (BOYCE, 2006).

Assim, no fim do século XVIII, muitos métodos de resolucdes de equacdes diferencias
ja tinham sido descobertos. Dessa forma, durante o século XIX, procurou-se descobrir métodos
menos elementares. A partir do momento que ficou perceptivel a grande importancia das
equacdes diferenciais em fisica matematica, as mesmas passaram a ser estudadas, deste modo,
muitas fungdes comegaram a frequentemente e foram observadas arduamente. Conhecidas
como fungdes transcendentais, elas levam os homes de matematicos como Bessel, Lagrange,
Hermite, Hankel, entre outros (NOBREGA, 2016).

Um dos problemas que podem ser manipulados com uma equacdo diferencial é o
circuito RLC. Formado por uma resisténcia R, um indutor L e uma capacitancia C, o
funcionamento do circuito é observada com auxilio de uma chave que interliga duas malhas.
Como feito com relacdo aos circuitos RC e RL, Machado (2012) mostra que para montar a
equacdo diferencial que descreve o circuito RLC se considera as quedas de potencial nos

elementos de circuito e as utiliza na lei das malhas.

Desde modo, como nem todos os circuitos sdo iguais, sofrem variagbes em seus
componentes, principalmente no tocante a sua resisténcia, se faz necessario o estudo de quando
amesma varia, pela importancia para a engenharia em observar resultados em corrente e tensdes
elétricas quando a resisténcia ndo é constante nos circuitos RLC, como propde o este trabalho,
também pela escassez do estudo desse caso, tendo em vista que a maioria das pesquisa sdo feitas

quando a resisténcia é constante. Onde o trabalho tem objetivo de possibilitar o

desenvolvimento e aprimoramento dos conhecimentos em sistemas elétricos.
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Quando a resisténcia do sistema varia se torna possivel o manipular a fim de o deixar

na forma de uma equacao de Hermite, onde se da o ponto de partida desse trabalho. Com isso,
com o uso dos conhecimentos em equacfes diferenciais, é possivel chegar a uma solucédo

plausivel.

METODOLOGIA

A metodologia a ser utilizada inicia por uma revisao bibliogréafica, voltada para métodos
de resolucdo de equacgdes diferenciais e circuitos elétricos de corrente continua.

Dentro das equacdes diferenciais, chama a atencdo a equacdo de Hermite que surge do
movimento harmonico quantico. A sua solugdo analitica é obtida pelo método de séries que
consiste de um somatério de poténcias da variavel de forma que os coeficientes sdo obtidos por

uma relacdo de recorréncia.

O circuito RLC é modelado por uma equacao diferencial de segunda ordem com
coeficientes constantes. No entanto ao propor uma resisténcia variavel no tempo, tem-se uma
equacdo linear com coeficientes variaveis. Outras técnicas devem ser utilizadas. Neste trabalho,
sdo utilizadas as técnicas de substituicdes de varidveis e o problema fica modelado pela equacéo

de Hermite.

Entdo, o percurso metodologico fica definido pelas seguintes etapas: montagem do
circuito RLC, proposta de resisténcia variavel, substituicdo de variaveis, obtencdo da equacéo

de Hermite e solucéo analitica do problema estudado

DESENVOLVIMENTO

Equacéo de Hermite

A teoria quantica de Schrddinger é, segundo Costa (2014), uma equacdo diferencial,
onde sua solucé@o determina a variagcdo da funcéo de onda, que determina 0 movimento de uma
particula, em funcdo do espaco e do tempo. Como na mecénica cléssica, que € governada pela
segunda lei de Newton, lei essa considerada a equacdo do movimento do movimento, na

mecanica quantica o andlogo a lei de Newton € a equacdo de Schrodinger para o sistema

quantico. Onde, a equacdo de Hermite surge da equacdo do oscilador harmdnico quantico,
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quando 2p = (4 — 1), em que lambida vem do método de separacdo de variaveis, 0 método em
detalhe pode ser visto em Griffiths (2011) ou em Resnick (1994).

Dessa forma, seja a equacgéo diferencial

d?w (1)
—— —_— 2 =
T2 +Cp+1—x)w=0

onde, p é uma constante.

Afim de simplificar a resolucdo da equacdo (1), podemos fazer o estudo de quando
|x| — oo, para que as solucGes se aproximem de zero. Dessa forma, quando x for muito grande,
a parte (2p + 1) se torna desprezivel quando comparada a x*. Logo, se fizermos essa
substituicdo na equacdo (1) nos aproximamos de:

d?w
dx?

= x’w

+x*
2

Fazendo w = ez, temos

+x?
Mais uma vez para x muito grande podemos concluir que o termo ez € irrelevante, chegando

a

N

+x
w'(x) = x%e 2 =x%w.

+x?

Com isso, podemos dizer que w = e 2 seriam solugdes aproximadas da equacéo (1). Sabendo

2 —x?

X
que ez ndo tende a zero na condicdo |x| — oo, consideraremos apenas e z como uma solucao

aproximada da equagéo (1).

Tentaremos obter a solugéo exata de (1) usando solugdes na forma:

_xz

w=y(x)ez
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A funcdo de correcdo y(x) nos assegurara que a solucao encontrada é coerente e ndo mais uma

mera aproximagéo. Levando em consideragéo isso, temos que:

2
w(x)=y'e 2 —xye 2

2

2

—-X
w'(x) =ez (yx* —y—2y'x+y")
substituindo as expressdes mostradas na equacao (1) temos a seguinte equacao diferencial

y'"'=2xy"+2py =0 (2)

Para a resolucdo da equacao (2), usaremos o0 metodo de séries de poténcia para equagdes

diferenciais em torno do ponto y, = 0.

Supondo que (2) possua uma solucao y da forma:

— n
posteriormente se tem:

y'(x) = Z na,x" 1 = Z na,x™ 1 = Z(n + a1 x™

n=0 n=1 n=0
y'(x) = Z nn+ Dapx" ! = Z n(n + Dappx™ !

n=0 n=1
D (%)
= Z(n +2)(n+ Dayx™
n=0

substituindo (3), (4) e (5) na equacéo (2), tem-se que:

o)

Z(n +2)(n+ 1)ayx™ — 2 Z(n + Dap x4+ 2p ) a,x® =0
n=0 n

n=0 =0

que pode ser reescrita como
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Z(n +2)(n+ Dayx™ =2 Z na,x" + 2p Z a,x" =0
n=0 n=0 n=0

ou ainda

D 10+ 20+ Dz +(2p — 20" =0,
n=0

Assim, pela igualdade de polindmios, temos:
n+2)(n+ Day,, + 2p —2n)a, =0

Deste modo, ao isolar o termo a,,,,, € possivel encontrar a equacao de recorréncia da equacéo

de Hermite, logo temos:

_ (2n—-2p) (6)
Wi =y me =0

Com isso, se torna perceptivel que, se adotarmos, para n, valores pares, teremos coeficientes
em funcdo de a,, em contrapartida se esses nimeros forem impares, teremos coeficientes em

ficcdo de a,. Analisemos tal afirmativa para n par,

=0 = —2p
n=El= &R =%
n=2=aqaq, = (4_—2p)a = Ma
* 43 2 4.3.2 0
n=4= a4 = (8_2p)a = —2p(8—2p)(4_2p)a
6 65 6.5.4.3.2 0
e :(12—2p)a :—Zp(lz—Zp)(S_ZP)(4_2p)a
° 87 ° 8.7.654.3.2 0
Legog. 262 _ —2p(16-2p)(12-2p)(B - 2p)(4—2p) |
10 109 '8 10.9.8.7.6.5.4.3.2 0

Percebamos, que olhando para a parcela a,, é possivel colocar 0 niUmero 2 em evidencia no

termo (2n — 2p) e que denominador o denominador segue o fatorial do indice n + 2, isto é,
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_2(=p).- 28 —p).2(6 —p).2(4 —p).2(2 — p)
10 = 10! =

_25p(p—8)p—-6)(p—4)(p—2)
S 10!

Qo

E possivel verificar ainda que, o produto (p — 8)(p — 6)(p — 4)(p — 2) condiz a uma parcela

anterior do indice 10, ou seja,

_ _2p(@-8)(p-6)p-H(p-2)
Q10 = A5 = 10! Qo

Deste modo, podemos generalizar tais calculos de modo que se chegue a um resultado
satisfatorio para qualquer indice par. Logo:

—2p (7)

2=, %

-1
gt %o 1_[ — | >
=2 PP viz2 ®

Da mesma forma segue o resultado para os indices impares:

i
i % 1_[ —-1-— | > 9
Azit1 2 (Zl + 1)| k_l(Zk 1 p)! Vi=1 ( )

Como mostrado, e dito anteriormente, os fatores com indices pares ficaram em funcéo
de a, e os com indices impares em funcdo de a,. Com isso a equacdo de Hermite (2), tera duas

solucdes, onde uma tera expoente pares e outra expoentes impares, ou seja,

2 4 =7 8 -2)(p—4
}’1(X)=ao—2—2|jx2+p(i—')x4— P 6')(29 )x6+---

y2(x) = a;x — Z(p?; D x3 + 4 - ;?(p =3 x% 4 -

Escrevendo-as de forma compacta, tem-se que:
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2 [es) -1
. a .
y1(x) = ag — _paox2 + Z 2! (.) HP(P — 2k) | x* (10)
2! (20)!
i=2 k=1
0 i
_ i o 1_[ 1 2i+1
yo(x) = a1x+z 2 @it D 2k—-1-p)|x (11)
i=1 k=1
Circuito RLC

O circuito RLC é formado por um resistor R, um indutor L e uma capacitor C que estdo

ligados em série a uma fonte de tensdo V, como pode ser visto na figura 1.

Figura 1: Circuito RLC
R

—’VVV"?—/J
O =
N, g -

| |
|
C
Fonte: FAP-0214, 2006.
Segundo Machado (2012), para montar a equacdo diferencial que descreve o circuito
RLC, considera-se as quedas de potencial nos elementos de circuito e as utiliza na lei das

malhas. Deste modo, temos

di . q (12)
V—Ldt—Rl—C—O

onde a carga é representada por g e a corrente por i que se relaciona com a carga através de

. dq
YT ar

Logo, com essa afirmacéo, a expressdo (14) pode ser reescrita como
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d’q _dq q (13)
L F +R E + E =V

que d& o modelo para um circuito RLC com resisténcia constante. Esta equacédo € linear de
segunda ordem com, coeficientes constantes. Na se¢do seguinte, apresentaremos o modelo e

solucdo para o caso de resisténcia variavel.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Desde modo, sabendo que nem todos 0s circuitos sao iguais, sofrem variagdes em seus
componentes, principalmente no tocante a sua resisténcia, se faz necessario o estudo de quando
a mesma varia. Dessa forma, manipularemos a equacéo do circuito RLC (14) até a transformar

em uma equacdo de Hermite (2), onde a resisténcia do circuito variard. Assim, dada a equacgéo

Ldi+R'+q—V
dac Tt T e T

considerando a resisténcia como sendo uma fungéo linear, afirma-se que R = at + b, logo

di . q (14)
Ldt+(at+b)z+C—V

derivando a equacéo (16) em funcdo de ¢ e sabendo que g = it, chegamos a

Ld2i+ [ + (at + b di+i =0

a2~ @ )dt cC

dividindo todos os termos da equagéo por L, tem-se

d2i+(at+b)di+<a+1),_0 (15)

dt? L Jdac \t7Lc)' T

—at—-b

. t+b s .
Considerando aT = —2x,0USseja, x = segue que, pela regra da cadeia,

2L

di_didx_—adi
dt  dxdt 2L dx

d*  d% (dx)z Ldidx o dl
dt*  dx*\dt/ = dxdt*  4L®dx?
(83) 33223222
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substituindo na equagéo (17)

a® d?i ) adi+<a+1>,_0
42dx? T 2Lax "\r T Lc)t T
Se a = —2L, tem-se
d?i 7 di+( 2+1)__0 (16)
a2 “ax c)t™
1
Fazendo p = -1 + .o lem-se
d?i z di —— 17)
d Xax TPtT

Que € a equacdo de Hermite j& apresentada pela equacdo (2). Como deduzimos anteriormente,

a solugdo de (2) é

o0 j-1
) 2p . a .
i1(x) =a, —?aoxz + Z 27 (2(_))|1_[p(p —2k) | x%
' j=2 J )% et

o0 J
_ . a .
i(x) =ayx +jZl 21(2]_—_f1)!u(2k —1—p)|x¥*L.

Deste modo, afim de encontrar a solugdo de (17), fazemos a substituicdo p = —1 + -

2LC
na solugdo apresentada anteriormente, fazendo também x = _atL_b. Assim
= 2p —at — b\*
ll(t)=ao—§a0( oL )
1) j-1 .
e |2 [ (-1 5 ) (1 5 —26)| (F2)
4" @i 2LC 2LC 2L
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—at — b)
2L

)
j=1

ir(t) = a1<

n

] 1 (pe-1- (14 5)| (50

k=1

2j+1

Estas sdo as duas solugdes linearmente independes que fornecem as solugées analiiticas

da corrente em funcéo do tempo.

CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, com base em todos os topicos apresentados, percebeu-se a importancia das
equacdes diferenciais para a resolucdo de problemas fisicos com caracteristicas diversas.
Quando tratamos do circuito RLC se notou a importancia do estudo do mesmo quando a sua
resisténcia varia na area das engenharias, assim como para o cotidiano, além mostrar sua
importancia no campo da ciéncia, tendo em vista que a maioria dos estudos apresentados
abordam um circuito com resisténcia constante. Onde atraves da equacdo de Hermite e da sua
solucédo, chegou-se a uma resposta para a expresdo do circuito RLC com resisténcia ndo
constante. Mostrando assim que o conhecimeto na &rea das equacdes diferenciais é de extrema
importancia em diversas areas da ciéncia, tornando possivel e mais simples a solucdo de

diversos problemas.
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