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RESUMO

Um problema classico apresentado por diversos autores é o do sistema massa-mola que apresenta
diversas formas de oscilacdes e uma dessas € o movimento harmonico simples. Entretanto, esse sé é
apresentando com uma mola que possui uma rigidez constante em relacdo ao tempo, um caso
totalmente idealizado. Contudo, esse problema pode se tornar mais complexo se considerarmos que o
mesmo se dispde de uma mola com rigidez variavel em relacdo ao tempo. Neste intuito estaria saindo
de um caso ideal para uma particularidade em que existe uma dependéncia temporal na rigidez. A
dependéncia é do tipo linear e o problema é conduzido a equagdo de Airy, apds substituices de
variaveis. A equacao é resolvida apresentando uma solucéo analitica para o problema proposto.

Palavras-chave: EquacGes diferenciais, Equacdo de Airy, Sistema massa-mola, Rigidez
variavel.

INTRODUCAO

A introducdo desde o come¢o dos tempos o homem vem buscando solucionar
problemas que existem ao seu entorno, isso teve inicio por um fato muito intrinseco, ou seja,
buscando a propria sobrevivéncia o ser humano buscou desenvolver meio e técnicas que o
propiciassem um modo de vida seguro. Entretanto, com o passar das décadas ou até mesmo de
eras a busca pelo conhecimento se tornou algo que ia além da sobrevivéncia e pessoas
comecaram a ir atrds do conhecimento por mera curiosidade, assim quem busca o sabe apenas

pelo saber foi denominado de filosofo. Por muito tempo esses englobavam toda as areas do
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conhecimento, contudo, com o passar dos anos a filosofia foi se ramificando em vérias areas

onde, entdo surgiu a filosofia natural que hoje e denominada de ciéncia.

Na ciéncia teve-se um desenvolvimento das equacdes diferenciais ferramenta
poderosissima para solucionar problemas de diversos tipos, com um bom entendimento das
equacdes diferenciais, assim como das modelagens matemaéticas as barreiras para solucionar
ndo so problemas fisicos, mas uma gama infinita de problemas existentes, bem menores.

Um problema comumente retratado nas academias, voltadas as ciéncias exatas € o do
sistema massa-mola, tal problema e introduzido de forma simples e bastante idealiza. Onde
tantos os professores como também as literaturas existentes comumente tratam 0 mesmo com
uma mola que possui tanto rigidez como massa constante em relacdo ao tempo. Entretanto
sabemos que na realidade esse sistema esta sujeito a diversos outros fatores tal como
dissipacdo de energia térmica, mola que por vezes possui rigidez variavel em relacdo ao
tempo. Neste intuito solucionar um sistema massa-mola que se disponha de uma mola com
rigidez variavel em ralacdo ao tempo, ndo so estariamos tratando de um caso mais complexo,

como também de um caso que se aproxima aos poucos a realidade.

METODOLOGIA

A metodologia a ser usada nesse trabalho sera revisdes bibliografocas em referéncias
classicas voltadas para estudo de equacdes diferenciais, como também analise de literaturas
que retratem as leis de Newton bem como alguns principois destas.

Outro ponto serd aprofunda-se nas deducGes matematicas com principios de se obter a
equacdo que descreva um sistema massa-mola de rigidez variavel e ainda com base em

modelagens obeter a equacéo de airy partindo da equacdo deduzida do sistema massa-mola.

DESENVOLVIMENTO

De inicio para comegarmos a tratar do problema de um sistema massa-mola se faz
necessario entender o que seria uma equacédo diferencial. Estas sdo basicamente equacdes que
contém derivadas ou diferenciais de uma funcdo que dependa de uma, ou mais variaveis com
relacdo a uma ou mais variaveis independentes, onde, a resolucdo destas é voltada a encontrar

qual fungéo ou quais funcdes satisfazem a igualdade existente na mesma. Dentre essas podem
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existir equacdes diferenciais ordinarias quando as derivadas dessa sdo em relacdo a apenas

uma variavel ou as equacdes diferenciais parciais onde as derivadas desta sdo em relagédo a

duas, ou mais variaveis. Como exemplos, temos:

dy 1)
dx_6
d?y dy (2)
o+ (3) =0
6_ZZ+<6_Z)3_0 <
axz  \oy)
0*0 030 02%6 4

dx* * dy3 * 9z2

As equacdes (1) e (2), sdo equacdes diferenciais ordinarias (EDQO'S), pois, elas contém

derivadas ordinarias com relacdo a uma Unica variavel dependente, onde, por exemplo, a
equacdo (1) a variavel dependente seria y = y(x) € variavel independente seria X. Nas
equacdes (3) e (4), temos que estas possuem derivadas parciais em relacdo a duas ou mais
variaveis independentes, portanto, sdo denominadas de equagOes diferenciais parciais
(EDP'S).

Podemos ainda classificar as equagdes acima quanto a sua ordem, onde a ordem de
uma equacao diferencial é definida como sendo a ordem da derivada de maior ordem na
equacao diferencial em questdo, temos, portanto, que a equacao (1) € de primeira ordem, a (3)
pode ser confundida com uma equacgdo de terceira ordem, contudo, ela é uma equacdo de
segunda ordem, ja que no segundo termo a esquerda temos uma derivada primeira de ordem
elevada ao cubo, e ndo uma derivada terceira da funcdo, a (2) é de segunda ordem e (4) de
quarta ordem. Para encontrar as solucdes destas equacfes existem inumeras maneiras, tais
como separacgdo de variaveis, método de Cauchy-Euler, método de séries de poténcias dentre

outros inUmeros existentes.
Meétodo de Series

Uma série é dita série numérica quando seus elementos sdo numeros, tal série é

representada por,

TL=Tlf

Z ap (%)

n=ny
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no caso em que os elementos da série sdo poténcias de variaveis, temos entdo uma série de
poténcias. Onde esta é caracterizada por,
neny (6)

n=ngy
Definigdo 1.0 (Série de Taylor): Seja f = f(x) uma funcdo que possa ser indefinidamente
derivavel a representacdo desta por uma série de Taylor em torno do ponto x = x, €, a série

de poténcias definida por,

o 1dn d

nZ; E% lxc, (x — x0)™ = f(x0) + (x — xo)% lxo
d? 1d"

IR Ll NP Ll (2 e

representa a n-ésima derivada de f(x) aplicada no ponto x,, para que a série possa representar
a funcdo f(x), a mesma tera que ser convergente, ou seja, a mesma tera que convergir para
uma constante c¢,. Por outro lado tem-se que uma série € divergente quando a mesma tentende

para o infinito, ou seja,

1 d"f(x)
Y S — ) =
n=0

Com isso temos entdo que diversas funcdes tais como as trigonométricas podem ser expressas
por uma série de poténcias. Onde ndo s6 podemos representar diversas fungfes como também
obter solugdes para diversas equacgdes diferencias. Dentre a inimera gama que foram
solucionadas por tal método iremos retratar a equagao de Airy.
Equacao de Airy

George Biddell Airy (1801 -1892) foi um astrénomo britanico que desenvolveu a
equacéo,

d? 7
() =0 ")

durante seus estudos sobre a teoria do Arco-iris, estudando os raios de luz que eram refletidos
ou refratados (BARATA, 2018). Tal equacdo ¢ tida como uma diferencial de segunda ordem
com coeficientes variaveis, que por sua vez é uma equacdo ordinaria em z, = 0, portanto,
podemos determinar uma solugdo para esta por meio de séries infinitas. Para tanto supondo

uma solucéo do tipo,
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ORI
n=0

temos que,
y(@)= ) neyz"t
n=1
e, >
y'(2) = ) nn—1)ez"? ©)
n=2

que pode ser reescrito como

Y@ = Y A2+ 2= Doz =y @) = ) o+ Dm+ 2eninz”

m+2=2 m=0

Y@ = )+ D+ Deguns” (10)
n=0

Substituindo (10) e (8) em (7), temos

[ee)

Z m+ 1D+ 2)cnenz — 2 Z cz®" =0
n=0

n=0

[oe]

2c, + Z (m+ D+ 2)cpenz™ — Z Cno12™=0

n=1 n=1

que pode ainda ser escrito acima da seguinte forma

2¢, + Z [((m+ 1)+ 2)chiy —Cpoq]lz™ =0

n=1
onde tem-se uma igualdade de polindmios, em o polinémio da direita € o polindmio nulo.
Entdo, temos que
C2 = 0,

M+ 1D+ 2)cpgp — o1 =0, Vg
1

Reescrevendo I, comn = m + 1 ficamos com

(n + 2)(11 + 3)Cn+3 -, =0, VYpxo

gue pode ser reescrito como
Cn
Cp4z3 =———————
3T n+2)(n+3)
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e sabendo que,

C2:0
paran = 0,1,2,3 -+, temos
Co
=73
1
=37
cy 0
_=_=0
=56 5.6
_ G Co
=56 2356
G Cq
“T6.7"3.4-6-7
C5 CZ 0

68: 0

78 4-5-7-8 4-5-7-8
E para o k-esimo termo, teremos
3k = 3kpe1 (3k — 1!

3k+1 = kgt 3k + D!

C3x+2 = 0,J4,quec, =0
Em termos da funcdo Gamma de Euler, temos as seguintes igualdades (MACHADO, 2006).
3"F(k+%) 3"F(k+%)
r3 r(3)

Com isso podemos formular a solugéo, ficando com

Bk - = Bk+ DM =
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2 d 73k 4 i Z3k+1
y(z) = Cor(g) Z —— |t c1F<§) Z — (11D
=3k (k+3) =8 34kT (K +3)
que ¢ a solucdo para equacao de Airy.
Sistema Massa-Mola

Em sua definicdo mais béasica tal sistema pode gerar uma oscilagdo conhecida como
movimento harmonico. Para o melhor entendimento desse se faz necessario o conhecimento
de algumas propriedades importantes, como por exemplo a lei de Hooke.

Definicéo 1.1 (Lei de Hooke). A lei de Hooke afirma que ao prendermos um bloco com certa
massa a uma mola, esta exercerda uma forca restauradora contraria ao deslocamento provocado
pelo bloco de massa m. , Quando uma massa m, € acoplada a mola, essa se distende a uma
distancia s; e quando uma massa m,, com m, > m,, é colocada na mesma mola ela ira se
deslocar a uma distancia s,, onde s, > s;. Quanto maior o descolamento, maior a forca
restauradora exercida pela mola e tal fato é anunciado como f(s) = —ks, onde a forga
restauradora exercida por uma mola é diretamente proporcional ao deslocamento sofrido por
esta (NUSSENZVEIG, 2002)

Defini¢éo 1.2 (Segunda Lei de Newton). A aceleracdo que age sobre um corpo deve ser igual
a forca atuante no mesmo vezes um coeficiente de proporcionalidade dado por, 1/m. Dessa
forma, a forca atuante em um corpo por sua vez pode ser entendida como o produto da massa
pela aceleracéo, ou seja, f = ma (NUSSENZVEIG, 2002).

Para o sistema massa-mola, temos que quando um bloco for acoplado a uma mola
como ja citado anteriormente, ele deslocara a mola a uma distancia x desse ponto de
equilibrio e apds esse deslocamento, sendo liberado, inicia-se assim um movimento
oscilatério, onde temos que a forca resultante sera uma forca dindmica e expressa pela
segunda lei de Newton, onde a aceleracdo é dada como sendo a derivada segunda do espaco
em relagdo ao tempo. Assim

d?x
f=m—3

Segundo Zill (2001), se nenhuma outra forga atuar no sistema, iniciando-se entdo
um movimento harmonico livre e a forca resultante f pode ser igualada a forga restauradora,
obtendo

d?x

Tk
mdt X

ou ainda
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(12)

d2x+kx_0
dtz2 " m

A equacdo (13) retrata 0 movimento harménico simples.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Com todos os tdpicos ja apresentados, imaginar que movimento do sistema massa-mola
ja deduzido seria o caso mais perfeito possivel, em casos reais quando se desloca o bloquinho
uma distancia x qualquer do ponto de equilibrio é o soltamos a partir desse momento néo se
entra em agéo apenas a forca restauradora da mola e a forca resultante do peso mais sim uma
gama de fatores atuam nesse momento tais como a resisténcia do ar, a dissipagédo de energia
por aquecimento da mola, o bloquinho atado a mola pode perder massa com o tempo dentre
outros inimeros. Nesse intuito se considerarmos que a mola atada ao bloquinho se dispde de
uma rigidez variavel em ralacdo ao tempo, ndo s estariamos tratando de um caso mais
complexo, mas também de um caso que se aproxima um pouco da realidade. Dessa forma

como ja se sabe que a equacdo que descreve o movimento harmonico simples é

d’x kx| (13)
dt2 " m
Se tivermos uma rigidez variavel com o tempo, dada por
t
k=——
m
temos que a equacao (14), fica da forma,
t
de mx _o (14)
dt2 m
Realizando uma substituicdo do tipo,
t
u=—
m
temos que,
dx dx du
dt du dt
e
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d’x dx d?u d?*x du

dt? du dt? du? dt
de forma que a equacéo (14) é reescrita como

dx +d2x 1 ux_O
du du? m m
ou
d?x 1 ux_o
_ duz m m
ou ainda,
d?x
oz W= (15)

Esta equacdo é a conhecida equacdo de Airy, onde ja conhecemos a solucdo que ¢é dada pela
equacao (7).

© 3k o 3k+1

@SOS )

=0 34k T(k +3) =8 34k (ke + 3

t .
Entretanto, sabemos que u = o Assim teremos:

N nfe & (17)
_ - m _ m
ol <3) kZO 34kIT (ke +2) ral <3> ,Z:o 36T (k +2)

A equacdo (17) é a solucdo para o problema de um sistema massa-mola com uma rigidez
variavel com dependéncia linear. A variavel x fornece os deslocamentos do bloco em cada
tempo t.

CONSIDERACOES FINAIS

Por fim, com base em todos os tdpicos a presentados ao longo deste trabalho,
conseguiu-se observar a importancia das equacgdes diferenciais para se solucionar problemas
fisicos de diversas caracteristicas. Ao tratarmos do sistema massa-mola foi notorio a
importancia de modo geral do sistema massa-mola, pois, ao tratarmos tal sistema com uma
rigidez variavel observamos uma das inimeras formas de oscilacbes que o mesmo pode
apresentar e ao tentar encontrar a solucdo deste foi notdrio a importancia das modelagens,
pois, conseguimos soluciona o problema de um sistema com rigidez variavel utilizando a
equacdo do astronomo Airy, que por vezes foi desenvolvida pelo mesmo para o estudo de
raios de luz que eram refletidos ou refratados em arco-iris. Dessa forma observando que com
0 bom entendimento das equagOes diferenciais as barreiras para solucionar as diversidades de
problemas existentes se tornam bem menor.
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