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RESUMO

As equac0es diferenciais sdo ferramentas bastante utilizadas quando se trata de soluciona problemas
fisicos de diversos tipos. Voltando-se a tratar destas o presente trabalho apresenta uma breve revisao
sobre a equacdo desenvolvida por Cauchy-Euler. No tocante as indagacdes fisicas existentes, podemos
citar uma bastante discutida nas academias que é o do sistema massa-mola, entretanto, este por vezes
este é retratado de forma bastante simples, onde, a mola que faz parte do conjunto possui rigidez
constante em relagéo ao tempo. Neste intuito ao tratarmos de um conjunto massa-mola que se dispde de
uma mola com relagdes temporais, estariamos relatando um caso que se aproxima aos poucos da
realidade. Assim para a solucdo do mesmo, sera utilizada as modelagens matematicas no intuito de se
modelar tal problema através da equacéo de Cauchy-Euler.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais, Equacdo de Cauchy-Euler, Oscilador harmdnico,
Modelagem matematica.

INTRODUCAO

Desde o comego dos tempos 0 homem vem buscando solucionar problemas que existem
ao seu entorno, isso teve inicio por um fato muito intrinseco, ou seja, buscando a propria
sobrevivéncia o ser humano buscou desenvolver meio e técnicas que o propiciassem um modo
de vida seguro. Entretanto, com o passar das décadas ou até mesmo de eras a busca pelo
conhecimento se tornou algo que ia além da sobrevivéncia e pessoas comecaram a ir atras do
conhecimento por mera curiosidade, assim quem busca o sabe apenas pelo saber foi
denominado de filosofo. Por muito tempo esses englobavam todas as areas do conhecimento,
contudo, com o passar dos anos a filosofia foi se ramificando em varias areas onde, entdo surgiu
a filosofia natural que hoje e denominada de ciéncia.

Na ciéncia teve-se um desenvolvimento das equacdes diferenciais ferramenta
poderosissima para solucionar problemas de diversos tipos, com um bom entendimento das
equacdes diferenciais, assim como das modelagens matematicas as barreiras para solucionar

néo so problemas fisicos, mas uma gama infinita de problemas existentes, bem menores.
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Dessa forma seja para estudar o crescimento da populagdo em determinada regido ou

entender o movimento dos corpos celestes, podemos (ou tentamos) desenvolver um modelo
matematico capaz de descrever determinado fendmeno. De acordo com Zill (2016, p. 21), um
modelo matematico comeca com a identificacdo das variaveis responsaveis pela variacdo do
sistema e depois a elaboracdo de um conjunto de hipdteses razoaveis, e estas dependerdo de
qudo preciso 0 modelo precisa ser.

Neste intuito o presente artigo vem tratar de um problema comumente retratado nas
academias, voltadas as ciéncias exatas que é o do sistema massa-mola, tal problema e
introduzido de forma simples e bastante idealiza. Onde tantos os professores como também as
literaturas existentes comumente tratam 0 mesmo com uma mola que possui tanto rigidez como
massa constante em relacdo ao tempo. Entretanto, sabemos que na realidade esse sistema esta
sujeito a diversos outros fatores tais como dissipacdo de energia térmica, mola que por vezes
possui rigidez variavel em relacdo ao tempo. Neste intuito solucionar um sistema massa-mola
que se disponha de uma mola com rigidez varidvel em ralagdo ao tempo, ndo sO estariamos
tratando de um caso mais complexo, como também de um caso que se aproxima aos poucos a

realidade.

METODOLOGIA

A metodologia a ser usada nesse trabalho sera uma revisao bibliografica em referéncias
classicas voltadas para estudo de equacdes diferenciais, como também analise de literaturas que
retratem as leis de Newton bem como alguns principios destas. Asim tais referéncias sao Zill
(2016), Boyce (2006), Barata (2018) e Machado (2014), assim como autores que apresentam o
problema do sistema massa-mola, como Nussenzveig (2002) e Halliday et al. (2011). A partir
dai foi possivel definir conceitos imprescindiveis para a elaboracdo do trabalho. Fazendo a
modelagem matematica do problema por métodos analiticos, logo apds, discutimos os
resultados e as conclusdes que podemos tomar por estes.

Outro ponto sera aprofunda-se nas dedugdes matematicas com principios de se obter a
equacdo que descreva um sistema massa-mola de rigidez variavel e ainda com base em

modelagens obter a equacéo de airy partindo da equacao deduzida do sistema massa-mola.

(83) 3322.3222
contato@conapesc.com.br
www.conapesc.com.br




CONGRESSO
NACIONALde
PESQUISA cENSINO

emC|ENCIAS

” CONAPESC

DESENVOLVIMENTO

De inicio antes de comecar a se falar do problema de um sistema massa-mola é
imprescindivel entender o que seria uma equacdo diferencial. De forma que estas s&o
basicamente equacdes que contém derivadas ou diferenciais de uma funcdo que dependa de
uma, ou mais varidveis com relagdo a uma, ou mais varidveis independentes. A resolucdo destas
é voltada a encontrar uma funcédo a qual seja infinitamente derivavel dentro de um intervalo
pré-definido, ao qual esta satisfaca a igualde pré-existente. Dentre essas podem existir equacdes
diferenciais ordinarias quando as derivadas dessa sdo em relagdo a apenas uma variavel ou as
equacdes diferenciais parciais onde as derivadas desta sdo em relacdo a duas, ou mais variaveis.

Como exemplos, temos:

dy 1)
Ix 8
d?y dy (2)
=+ () =9
0%z (62)3 — o (3)
ax?z  \oy)
%9 9% 0%0 )

oz "oy TaZ

As equacdes (1) e (2), sdo equacdes diferenciais ordinarias (EDQO'S), pois, elas contém
derivadas ordinarias com relacdo a uma Unica variavel dependente, onde, por exemplo, a
equacdo (1) a varidvel dependente seria y = y(x) é variavel independente seria X. Nas equacbes
(3) e (4), temos que estas possuem derivadas parciais em relacdo a duas ou mais variaveis
independentes, portanto, sdo denominadas de equacdes diferenciais parciais (EDP'S).

Para encontrar as solucfes destas equacBes existem indmeras maneiras, tais como
separacgdo de variaveis, método de Cauchy-Euler, método de séries de poténcias dentre outros
inimeros existentes.

As equacbes que aqui trataremos serdo sempre EDOs, portanto, é importante ressaltar
sobre as solugdes de uma equacéo diferencial ordinaria.

Definigdo 1: Toda fungdo Q que for n-vezes diferencidvel, definida em um intervalo
limitado 1, é tida como solucgéo da equacdo diferencial de ordem n, se ao substituirmos £ e suas
derivadas na equacao, a equacdo for reduzida a uma identidade, ou seja, se ao substituir a mesma

as igualdes pré-existentes devem permanecer validas.
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De acordo com Zill (2016, p. 171), uma equacdo de Cauchy-Euler é a equagdo

diferencial linear da forma:

n n-1
apx" d— +a,_(x"1 d
n an n—-1

y
dxn—l

dy
+---+alx&+aoy=g(x) ©)

Iremos tratar da solucédo para a equacédo de Cauchy-Euler de segunda ordem homogénea,

isto &,

d*y dy
2 il — (6)
ax dx2+bxdx+cy 0

Dessa forma supondo uma da forma y = x™, onde m deve ser determinado. Temos que:

dzy dy
2 — m ?
ax —2+bx—+cy—(am(m 1)+bm+c)x ()

Assim, é notdrio que y = x™ serd uma solucdo da equacdo diferencial sempre que m
for uma solugdo da equacao caracteristica apresentada logo abaixo:
am(m—1D)+bm+c=0 =am?+b—-a)m+c=0 (8)
A equacdo acima é quadratica, portanto, devemos considerar trés casos distintos, estes
serdo: caso (i) onde teremos raizes reais e distintas, o caso (ii) com raizes repetidas e o caso (iii)
com raizes complexas e conjugadas.
Para o primeiro caso temos m, # m,, logo, a solugdo geral sera:
y =c1x™ + c,x™2 9)
No segundo caso, onde m; = m, = m, a solucédo geral é seré:

y=cx™+cx™Inx (10)

Por fim, para o terceiro caso, m; = a + iff e m, = a — i3, a solucdo geral é:

((\‘\\ "\’\‘\‘\.3222
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y = x%[c; cos(B Inx) + ¢, sin(B Inx)]

Sistema Massa-Mola

O sistema massa-mola como ja citado é um dos problemas classicos da Fisica, consiste
em um objeto de massa m qualquer acoplado a uma mola de rigidez k. quando tal conjunto sofre
o efeito de uma forca, ou seja, alguma perturbacdo externa momentanea, fazendo com que o
objeto de massa m sai do repouso se deslocando, experimentalmente, verifica-se que a mola
exerce uma forga restauradora no corpo de massa m, e a intensidade dessa forga (supondo
movimento unidimensional) é dada pela equag&o a seguir, conhecida como Lei de Hooke:

F(x) = —kx (12)

O sinal negativo na Lei de Hooke indica que a forga exercida pela mola e restauradora,
ou seja, a forca F(x) sempre ird se opor ao movimento, portanto, se for dado um referencial
inercial, quando o deslocamento da mola € negativo, a forca eléstica serd no sentido positivo
do eixo, e vice-versa.

Para 0 estudo do sistema massa-mola é imprescindivel recordar a segunda lei de
Newton, publicada em seu livro Philosophiae naturalis principia mathematica:

Definicdo 3: A variacdo do momento é proporcional a forgca impressa, e tem a mesma

direcdo da forca. Matematicamente (para uma massa m constante), temos:

dp dv (13)

Onde m é a massa do corpo, e d a sua aceleracdo, que é respectivamente as derivadas
de primeira e segunda ordem da posi¢éo x em (14).
Quando o sistema estd em repouso, a seguinte afirmac&o e valida,

ma=0.a=0 (14)

Agora, suponha uma forca externa que age momentaneamente imprimindo uma

aceleracao ao bloco de massa m, o deslocando a uma distancia x do ponto inicial e apds cessa
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sua acao, caso ndo haja outras forcas no sistema, a Unica forca que ird atuar sobre o corpo é a

forca restauradora da mola que é contréria ao movimento, logo, de acordo com a segunda lei de

Newton, temos:

d’x

———— (15)
m I kx

. L. d? ~ .
Salientando que como ja citado o termo d—tf refere-se a aceleracdo do objeto. Agora,

portanto, dividindo ambos os membros por m:

d?x B k (16)
- m"
J& que consideramos um movimento unidimensional do sistema, a notacdo vetorial ndo
se faz necesséria.
Por fim, chegamos na equacao abaixo que, pelas defini¢des que vimos anteriormente, é
uma equacao diferencial linear ordinaria de segunda ordem, onde, matematicamente representa

0 movimento harménico simples (MHS).

dzx k (17)

RESULTADOS E DISCUSSAO

A partir de todo o aporte tedrico apresentado até 0 momento iremos buscar uma equagdo
que modele o sistema massa-mola com uma rigidez (k) varidvel em relacdo ao tempo.

Partiremos da equacdo (19). Se tivermos uma rigidez do tipo:

A
— - (18)
A equacdo do sistema massa-mola pode ser dada como segue:
dx A (19)
dt? m
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Agora, propondo uma substituicdo do tipo.

u= t_z (20)
Temos que,
W =-2t3->u" =6t"" )
Assim pela regra da cadeia podemos obter,
dx _ dxdu (22)
dt dudt
2 2 2 2
d_x:d_x(d_“) o0ty (23)
dt? du \dt du dt?

Portanto, se substituirmos as equacées (21), (22) e (23) na equacéo (19) ficamos com:

d*x dx Au
4t_6m+ 6t_4a+?x =0 (24)

Dessa forma como u = t~2, ficamos com:

2
d“x dx Ax (25)

2_ e —_— =
4u du2+6udu+m 0

Nota-se que a equagdo (25) é uma equacgdo de Cauchy-Euler, ja que A, m, 4 e 6 sdo
constantes.

Supondo uma solugdo da forma z = u/. Assim, a equagao caracteristica descrita por (8)

42+ @) +() = 0 (26)
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Calculando o discriminante, temos que:

A
A=32-16— @)
m

Entao,

f A
j=-6 + [32—-16— (28)
m

~. k . - p— .
Como a fra(;ao T é um valor negativo, teremos tres casos possivels, assim:

Se 16% < 32, araiz se torna positiva e temos:

i, = —6 32—-16 &
J1=—-6+ -
(29)
i, = —6 32 —-16 4
2= —
SeX =21
44~ 16
J1=J2=—6 (30)
Se — > i,
4 16
j 6+i (32—-16 B
Ji=~67T1 — 16—
\ m (31)
, =—6—1 |32—16 =
J2 = l m
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Aqui, percebemosquea = —6ef = /32 - 16% . Portanto, a solucdo para o primeiro

caso é

z(u) = cqult + cul? (32)
Voltando a variavel inicial,
x(w) = (w) = x(t) =t2 (33)
Isto é,
x(t) = [ert™H1 + ¢yt 722] (34)

Similarmente, as solugdes para o segundo e terceiro caso sdo, respectivamente, da

seguinte forma:
x(t) = [ert™ 41 + ¢t 722 In(At)]

x(t) = t*2[c; cos(B In(t™2)) + ¢, sin(B In(t™2))] (35)
As equacdes (33), (34) e (35) expressam a posi¢cdo do bloco em qualquer instante de
tempo e sdo, portanto, as solu¢des analiticas para o problema proposto.

CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, diante de todo o aporte teérico apresentado e os resultados obtidos, podemos
concluir que o uso das equacgdes diferenciais para solucdo de problemas fisicos, ndo s6 o
apresentado, mas, os diversos existentes e bastante eficiente. Ao tratarmos de um sistema
massa-mola com uma rigidez variavel em ralacdo ao tempo, foi possivel perceber um dos
fatores que influenciam no desempenho desse sistema em casos reais. Assim sendo, 0s objetivos
estabelecidos foram alcancados, ou seja, este trabalho pode servir de base para uma reviséo

teorica de equaces diferenciais, e, principalmente para dar continuidade ao mesmo que pode
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ndo so ser tratado com uma rigidez variavel, mas, também com uma massa dentre outros fatores,

possibilitando assim o emprego de outros tipos de equacao diferenciais.
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