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RESUMO

Este trabalho faz uma analise comparativa entre as aproximagoes de uma funcao produzidas pelas séries
de Taylor e Fourier. As aproximacdes promovidas pelas séries sdo comparadas graficamente a fim de
verificar qual das séries promove uma melhor aproximagdo. Com a obtencdo das séries de Taylor e
Fourier, foram analisados os graficos formados tomando 0 mesmo indice final dos somatorios de cada
série, donde foi possivel identificar que a série de Taylor gera uma melhor aproximacéo da funcéo.

Palavras-chave: Aproximacao, Séries de funcoes, Graficos.

INTRODUCAO

O estudo de algumas funcdes devido ao seu grau elevado de complexibilidade, ou a
necessidade de encontrar valores em um ponto ainda ndo conhecido, é recomendado a partir de
representagdes mais simplificadas das mesmas, realizando, portanto, uma aproximacgédo da
funcdo desejada por meio de outra funcdo. Uma dessas formas de aproximacédo de fungdes é
partir da utilizacdo de séries matematicas.

Uma série corresponde a realizacdo de uma soma de todos os termos de uma sequéncia
que tende ao infinito. Em sintese, quanto mais termos da sequéncia do somatério adicionados,
mais proximo se estara do valor real. Uma série esta presente ndo apenas na ciéncia matematica,
sendo utilizada em inumeras areas de estudo, como O&ptica, relatividade espacial e
eletromagnetismo (STEWART, 2013).

Analises de aproximagéo de fungdes tem possibilidade de serem realizadas utilizando
as séries de Fourier e as de Taylor em equacdes diferencidveis. Essas duas séries sdo analogas
no sentido de fornecerem um modo de se expressar fungbes complexas em termos de certas
fungdes elementares familiares. Em contraponto, sdo distintas em algumas caracteristicas, ja

que a série de Taylor carece de funcdes diferenciaveis e a serie de Fourier exige que as funcoes
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sejam diferenciaveis por partes, além de continuas, permitindo a existéncia de infinitos pontos
de descontinuidade na reta (BOYCE E DIPRIMA, 2017).

Portanto, este trabalho visa realizar uma comparacdo utilizando analise grafica e de

aproximacdes de funcdes obtidas por meio das séries de Fourier e Taylor, mais especificamente
objetiva dessa forma estudar as séries de Taylor e seu comportamento como um polinémio de
aproximacédo de funcdes, assim como estudar a série de Fourier para uso de aproximacéo de

funcdes.

REFERENCIAL TEORICO

Séries de Taylor

Sabe-se como serie de poténcia ou séries de poténcia em x uma classe especifica das
séries infinitas do seguinte formato:
YaZocn(x —x0)" = co +c1(x —xp) + ca(x — x0)* + - (1)
Onde cada termo é multiplicado pelas constantes cg,c;, ¢y, , denominadas de
coeficientes da série de poténcia, e x, € denominado de seu centro. Dessa forma, uma série de
poténcias com 0 seu centro equivalente a zero torna-se um polinémio em x. (MUNEM E
FOULLIS, 2011. v.2).
De forma que comeca-se com uma funcdo f e tenta-se encontrar uma serie de poténcia
que convirja para esta, realizando portanto uma expansao de f como uma serie de poténcias.
A série de poténcia representada na equacdo (1) é dita convergente em um valor
especifico de x, se a sequéncia das somas parciais, {Sn(x)} convergir, ou seja , se o limite da
equacdo 2.1.2 existir:
Jlim 35 cn(x = xo)" @)
Quando essa afirmativa é negada, a série € entdo chamada de divergente. Toda serie de
poténcias tem um intervalo de convergéncia que é o conjunto de todos os nimero reais x para
0s quais a série converge. O centro do intervalo de convergéncia é portanto o centro x, das
séries (ZILL, 2001).
A convergéncia de uma serie de poténcias pode frequentemente ser determinada pelo
teste da razdo, basta supor C,, # 0 para qualquer n que atenda as equacdes (1) e (2).

lim |GGz el @)

n—-oo

oGy | = X~ %ol lim,

n
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Se o valor obtido para L corresponder a um ndmero menor que 1 a série convergente

absolutamente. Ja quando obtem-se L > 1 a série € divergente, por sua vez quando L possuir
valor numérico igual a 1 o teste é considerado inconclusivo, que acontece nos extremos do
intervalo de convergéncia (ZILL, 2001).

Portanto, a série de poténcia define uma funcéo f(x), em que:

f(x) = EaZocnx — xo)" (4)
Cujo dominio sera o intervalo de convergéncia da série.

Além de definir uma funcdo, uma série de poténcia em x —x, com um raio de
convergéncia positivo ou infinito pode representar uma funcdo f(x) desde que esta seja
analitica em um ponto x,. Func@es infinitamente diferenciaveis como e*, sen(x) e In(x + 1)
pode ser representadas pela série de Taylor , que sdo assim denominadas em homenagem a
Brook Taylor (1685-1731) que foi a primeira pessoa a fazer uso de termos espeficicos em
sequencias infinitas para expandir funcGes e resolver equacdes diferenciais (THOMAS et al.
,2012) .

Certas fungdes que possuem como caracteristicas serem infinitamente derivaveis sdo
capazes de gerar series de poténcia de Taylor. Podendo a partir disso produzir aproximacoes
polinomiais da funcdo inicial. Para que isso aconteca, basta que a fungédo obedeca o teorema de
Taylor, que estabelece segundo Thomas et al. (2012): Se f e suas primeiras derivadas f', f”, f'",
..., ™ forem continuas no intervalo fechado entre x, e x, e f™for derivéavel no intervalo aberto

entre x, € x, entdo existe um nimero c entre x, e x , tal que:

F@) = F(xo) + f (o) O = x0) + 122 (x = xg)? + -+
(n) 5)
+ # (x —x)" + R(x)
De forma que:
f(n+1) (©) a1
R,(x) = i (x — xp) (6)

Portanto, a funcdo f(x) pode ser aproximada pelo somatorio do polinémio de Taylor
de ordem n formado B,(x) e a funcdo R, (x) que corresponde ao resto de ordem n, ou termo
de erro que como pode ser visto acima equivale a (n + 1)-ésima derivada de f(n + 1) num
ponto ¢ dependente de x, e x e existente entre esse intervalo.

A série de Taylor é uma classe restrita das séries de poténcia que permite estudar o

comportamento de fungdes em torno de um ponto especifico. Partindo de uma fungdo

infinitamente derivavel aplicada a série padrdo de poténcias foi possivel encontrar 0 n-ésimo
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cociente da série por meio da substituicio da n-ésima derivada £ definida no ponto

especifico x, obtendo por fim a série de Taylor que pode ser vista na equacao (7) (STEWART,
2013).

F) = Bi% 000 (¢ gy ™
Portanto, quando uma fungdo f consegue ser representada por meio de uma série de
poténcia em torno do ponto x,, entdo f é igual a soma de sua série de Taylor. E sendo f a soma
de todos os termos de uma série, quando definido um numero finito para n , serd obtido o
polindmio de Taylor de grau n e a fungdo convergird em torno do limite dessa soma parcial da

série. (STEWART,2013).

Séries de Fourier

O nome séries de Fourier € em homenagem a Joseph Fourier, o primeiro a fazer uso
sistematico dessas séries em seus artigos de 1807 e 1811 sobre a conducao de calor, em que sua
preocupacao era resolver a equacdo do calor representando suas solu¢Bes como fungdes nédo
necessariamente continuas, por soma de séries trigonométricas, onde seus resultados inspiraram
um fluxo de pesquisa importante que continua até hoje. (BOYCE E DIPRIMA, 2017). Com
estes trabalhos, Fourier estabeleceu que uma funcdo arbitraria pode ser expressa por uma série
dada na equacao (8):

mmx

f(x) = %ao + Xm=1 [am cos (%) + bpsen (T)] (8)

Assim como a série de Taylor, a série de Fourier € uma ferramenta matematica para
representacdo de fungdes complexas por meio de termos mais usuais Por meio dessa série é
possivel resolver muitos problemas que envolvam equac6es diferenciais parciais, desde que
possa expressar uma funcao integravel de periodo 2L dada como uma série periddica, ortogonal
e infinita de senos e cossenos, sendo portanto 2L = 2m (FIGUEIREDO, 2014). E a partir dessas
caracteristicas que é possivel construir expressdes para os coeficientes da série de
Fourier, ay, a,, € b,.

Para encontrar o coeficiente a, basta realizar a integracéo da equacéo (8) em funcéao de
x com o intervalo de integragdo estabelecido de —L até L (STEWART,2013).

Com aresolucéo das integrais termos se anulam, exceto o equivalente a primeira integral

da direita , que isolando a,, tem-se a equagédo que corresponde ao coeficiente desejado.

ao = 7 J., f@)dx ©
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Quando trata-se do coeficiente a,,, parte-se do suposto que a equacéo (8) é verdadeira

~ ; - - nmnx - .y o
e entdo esta € multiplicada por cos —= com um valor fixo positivo de n e logo em seguida

integra-se em relacdo ao termo x num intervalo definido de —L até L (STEWART,2013).
Solucionando as integrais formadas ¢é possivel identificar que apenas uma das integrais
ndo se anula, e esta difere-se de zero somente quando o valor numérico de m = n, em que se
obtem que uma parte da integral equivale a L, permitindo escrever termos para valores de m
acima de zero, que com facil manipulagéo algébricas, compde o coeficiente e a formula definida

para o coeficiente a,,expresso na equacéo abaixo.

L mmnx
J_ cos==dx = Lay, (10)
1 (L mmx
A, == f f(x)cos dx (11)
L), L

Tendo em conta b,,, realiza-se uma multiplicacdo com a equagéo (8) , assim como
ocorreu para o encontro de a,,, entretendo que o termo multiplicado trata-se de sen % mas

considera-se 0 mesmo intervalo de integracdo assim com as caracteristica de n positivo.
Resolvendo as integrais, é perceptivel que o primeiro termo apés a igualdade por se tratar de
uma funcéo tipica senoidal se anulara ap6s substitui¢do do intervalo de integracdo, assim como
acontece com o segundo termo apds a igualdade, sobrando, portanto, apenas o ultimo termo
apos a igualdade que possuira o valor equivalente que € resultado de m = n. Acarretando entao

a formacéo da equacdo que define o coeficiente b,,.
L nmx
j_Lf(X)SeTlT dx = me (12)

b =% f_LLf(x)sen% dx (13)

Portanto no conjunto de pontos em que a série converge, ou seja, se a sequéncias das
somas parciais consegue convergir, € definindo entdo uma funcgdo f onde os valores expressos
de x correspondem a soma da série para aquele valor de x definido. Podendo dizer entdo que a
série construida é série de Fourier da funcéo f.

Quando a série de Fourier € truncada, ou seja, quando se define um namero finito de
iteragBes, obtém-se o polindbmio trigonométrico de Fourier que fornecerd uma aproximacéo da
funcédo a qual representa, onde se origina o questionamento da presente pesquisa na busca por

uma melhor aproximagéo.
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METODOLOGIA

F

oi realizado analise bibliografica acerca da defini¢do de Séries de Taylor e Séries de Fourier. O

objetivo desta analise bibliogréafica é produzir embasamento tedrico, com vistas a concretizagdo
dos principais objetivos esperados em relacdo as séries de Taylor e Fourier.

No que diz respeito a0 método abordado, a pesquisa possui natureza aplicada, pois
segundo Silva (2005), esta produz estudos para aplica¢des praticas com o intuito de solucionar
problemas especificos que, neste caso, corresponde as equagdes que sao métodos matematicos
gue abrangem muitas areas, inclusive a engenharia. Sobre o ponto de vista da abordagem do
problema, para Fonseca (2002) este estudo se classifica como quantitativo, dado que havera
uma andlise de dados quantificaveis, com o uso de linguagem matematica, para relatar situacoes
e relagOes entre variaveis; fazendo uso de instrumentos padronizados e neutros, assim como do
uso de um software para determinacdo de funcdes a partir de integrais e analise grafica das
aproximacdes realizadas.

Sendo assim, para chegar aos resultados esperados serdo tomados 0s seguintes passos:
pesquisa bibliogréfica, escolha da funcdo a serem estudada, determinacdo de suas séries de
Fourier e Taylor, construcéo de graficos e analise das aproximacoes.

Os 6 primeiros termos das séries serdo obtidos resolvendo as derivadas necessarias de
forma manual e as demais por meio da utilizacdo do Geogebra. Este software foi escolhido
devido a sua licenca gratuita juntamente com a possibilidade de resolucdo das integrais
necessarias e principalmente devido a funcéo de construcao de graficos de forma facilitada e de

boa qualidade, que sdo mostrados nas figuras no decorrer do trabalho.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Dentro das fungdes racionais, foi obtido como uma das escolhas a fungéo f(x) = e

para a realizacdo da aplicacdo da aproximag&o por séries.

Esta pode ser aplicada na série de Taylor por ser continua num certo intervalo e

infinitamente derivavel, assim como na série de Fourier que, apesar de ser em fungdo de senos

e cossenos pode ser aplicada quando néo incluindo no intervalo de integragéo dos coeficientes
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a indeterminacéo da funcéo existente em x = 4, ou seja , restringindo-se a apenas um intervalo

da funcéo.

Paraafuncdo f(x) = sera encontrada a série de Taylor considerando a n-éssima

1
(x—4)?

derivada da funcdo em torno de um ponto especifico x, = 0. Onde obtera o seguinte polindbmio

de Taylor.
1 x —0)° 2 x—0 6 x — 0)?
P,(x) = >=0) =i -0 (1)
0—4)2 0 0—4)2 11 "(0-D* 2
1 1, 2 6 24 3,
a2 16 | #x1™ o (15)

Devido estar em torno do ponto igual a zero, em cada um dos termos o polinbmio que
multiplica o fatorial no denominador resultara apenas numa poténcia de quatro. Como para cada
valor de n obteremos novos coeficientes (cy, ¢; ¢5, ..., ¢, ) para determinacao da série, abaixo

encontra-se a tabela com todos vinte primeiros valores de c¢,, encontrados.

Para a série de Fourier desta funcédo foi encontrada os coeficientes para esta série num

intervalo de integracdo de —m a m. De forma que:

—. 16
= — 4)2 (16)
1 j" 1 mmx (17)
Am = — cos dx
= - (x — 4)2 T
by, == f_n e sen— dx (18)

Como trata-se de um somatorio, ha m-éssimos coeficientes para b,, € a,,
diferentemente de a, que permanecera constante ao longo de toda a série definida, sendo
encontrado por meio da integracdo da equacéo 3.3 a partir do método da substitui¢éo, auferindo

o valor numérico presente na equacao (19).

2
- _f T (x— 4_)2 - _(7'[2—16) (19)

Como obtengdo do coeficiente a,, € possivel entdo prosseguir para 0s demais

coeficientes necessarios, partindo de m = 1, dispostos nas equacdes abaixo.

1
_lf oy cos(x) dx = ~0,15474159 (20)
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po= [ 2 dx = 012305172 (21)
1—; _nmsen(x) X = U,

De forma anéloga, resolve-se as integrais para encontrar todos os valores de a,,, € b,

utilizados.

Realizando a aproximacdo da funcéo escolhida com valores de m = 1 para a serie de
Fourier tem-se a seguinte funcdo, onde o primeiro termo a esquerda representa o coeficiente a,

multiplicado por um meio:

1
fr(x) = = 0,15474159 cos(x) + 0,12305172sen(x) (22)
Ja para a série de Taylor com n = 1 tem-se a seguinte expressao:
1 1
fr(x) = =+2x (23)

Abaixo encontra-se o grafico referente a representagdo grafica das funcbes geradas por
cada uma das séries, assim como a funcéo escolhida gerado a partir da utilizacdo do software

matematico Geogebra.

Figura 1: Representacdo grafica das fungGes formadas pelas séries com indice final dos somatorios igual a 1.

35

——  Série de Fourier

——  Série de Taylor

25

Funcéo

05

-
-3 -25 -2 -15 -1 =05 0 05 1 15 2 25 3

Fonte: Autores

E possivel observar em verde a funcéo escolhida, em azul a funcdo formada a partir da

série de Fourier e em vermelho a funcdo formada por meio da série de Taylor . Por se
(fr) ¢ P ylor (7 T(ZB) 33223222
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tratar de uma funcéo trigonométrica com somatorio de senos e cossenos, a funcdo fr tem

comportamento de uma onda suave, enquanto f; possui comportamento de uma fungdo simples
de primeiro grau, se aproximando da funcdo principalmente entre o trecho de —1,5<x <1

onde a funcdo apresenta um comportamento préximo a de uma reta.

No que se diz respeito am = 5 para o somatdrio de Fourier e n = 5 para 0 somatorio

de Taylor, construiu-se as equagdes abaixo.

fr(x) = — (nz—flﬁ) — 0,15474159 cos(x) + 0,08745666 cos(2x) —

(24)
0,0556899 cos(3x) + 0,03825771 cos(4x) — 0,02773168 cos(5x) +
0,12305172sen(x) — 0,11029227sen(2x) + 0,09358928sen(3x) —
0,07979611sen(4x) + 0,06895769sen(5x)
1.1 3 1 5 3
fT=1—6+3—2x+ﬁx2+gx3+mx4+@x5 (25)

A atuacdo das funcBes formadas ao longo de x para este valor do indice final dos

somatorios podem ser visualizadas na Figura 2.

Figura 2: Representacéo grafica das funcdes formadas pelas séries com indice final dos somatdrios igual a 5.

25

Série de Fourier

Série de Taylor

[

Funcéo

Fonte: Autores

Com cinco termos, € admissivel que as séries se aproximam cada vez mais da fungdo

desejada no intervalo escolhido.

(83) 3322.3222
contato@conapesc.com.br
Www.conapesc.com.br




CONGRESSO
NACIONALde
PESQUISA e ENSINO

enCIENCIAS

CONAPESC

Averiguando o comportamento das fungdes formadas para indices mais altos

representadas nas Figuras 6 e 7 é constatado mais facilmente como as func¢Bes estdo se

assemelhando.

Figura 3: Representacgéo gréafica das funcdes formadas pelas séries com indice final dos somatérios igual a 10.

Série de Fourier

N

Série de Taylor

— Funcéo

Fonte: Autores

Por se tratar de nimeros relativamente altos de coeficientes, considera-se representar as
fungBes formadas pelo somatdrio limitado. Atentando-se ao comportamento dos coeficientes
encontrados na série de Taylor foi possivel encontrar 0 somatorio caracteristico para esta

situacdo que esta sendo analisada representando a funcdo formada de maneira mais prética.

1

o) = = ot By @y cOS(mx) + byysen(m) (26)
(n+1)!
fr = Xalojmmg " (27)

Explorando as figuras 3 e 4 é plausivel uma aproximacao crescente da funcdo f em
relacdo a fi, onde esta primeira sobrep0s a funcdo f em praticamente todo o intervalo mostrado
na figura, seguindo seu comportamento, inclusive o referente a area mais acentuada do grafico

onde aproxima-se de valores de x = 4.
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Figura 2: Representacéo gréafica das funcdes formadas pelas séries com indice final dos somatérios igual a 20.

Série de Fourier

ra

Série de Taylor

Funcéo "

Fonte: Autores

Tratando de fr , na figura 3 e 4 ndo existiu um aumento significativo ao longo do eixo
x, porém a frequéncia aumentou consideravelmente e as ondas ficaram bem mais suaves no

intervalo de —2,5 < x < 2,5.

Portando, analisando todas as figuras mostradas é perceptivel que a série de Taylor
produz uma melhor aproximacao para a funcdo escolhida em um indice do somatério finito,
devido principalmente a série de Fourier ser composta por ondulacfes de alta frequéncia que
ndo conseguem seguir de forma aproximada a funcdo desejada como acontece com a série de

Taylor composta de um polinémio.

CONSIDERACOES FINAIS

Com a realizacdo da representacdo da funcdo f(x) por meio da séries de
poténcias de Taylor centradas em x, = 0, e a série trigonométrica de Fourier, foi notorio ver
ao passo que elevava-se os indices dos somatorios mais as funcbes formadas fr e fr se
assemelhavam a f(x), realizando uma aproximacdo entre as fun¢Ges como era esperado.
Entretanto, como a fungéo analisada ndo era dita periodica e para a formagao da série de Fourier
foi determinado um intervalo de periodicidade de —m a m este é o intervalo o qual a funcéo

formada por esta série realiza a aproximacdo da funcdo f(x) por meio de ondas.

Diferentemente da série de Taylor que conseguiu aproximar-se da fungédo escolhida de forma
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mais precisa e num intervalo mais extenso. Portanto, é admissivel dizer que a série de Taylor

para a fungdo f(x) é mais aconselhdvel para realizagdo de aproximacdes do que a série de

Fourier para esta mesma funcgéo.

Auxiliado ao requisito de precisdo na aproximacao alia-se o fato da construcao da série
de Taylor ser de mais facil construcédo, ja& que derivadas necessitam de menos dedicacdo de
tempo do que resolucdo de integrais por partes para encontrar os valores numéricos dos

coeficientes da série de Fourier.
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