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Resumo: Testes de bondade de ajuste tém sido propostos para avaliar as hip6teses de adequacao da
distribuicdo, com relacdo a um conjunto de dados, em que o vetor de pardmetros que indexa a
distribuicdo pode ser conhecido ou desconhecido. Os testes classicos de bondade de ajuste sdo
baseados na distancia entre a funcdo de distribuicdo empirica (FDE) e a funcdo de distribuicdo
acumulada (FDA) do modelo que estamos querendo testar. Neste trabalho, propomos um teste de
bondade de ajuste para a distribuicdo Birnbaum-Saunders baseado em entropia. Faremos um estudo
comparativo entre a estatistica baseada em entropia e a estatistica de Anderson-Darling, que é baseada
na distancia entre a FDE e a FDA. Através de simulacdes de Monte Carlo, avaliamos os tamanhos dos
testes para diferentes valores do pardmetro de forma e diferentes valores amostrais, bem como,
avaliamos o poder dos testes propostos para diferentes distribuicdes de probabilidade alternativas. Por
fim, faremos uma aplicacdo para ilustrar os testes considerados.

Palavras-chave: Entropia, Testes de hipdteses, Distribuicdo Birnbaum-Saunders.

1 Introducéo

Uma importante distribuicdo de vida (assimétrica) que originou de um problema de
fadiga de materiais foi desenvolvida em (BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969a); ver
(JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN, 1995) e (SAUNDERS, 2007). A distribuicdo
Birnbaum-Saunders (BS) relaciona o tempo até a ocorréncia de alguma falha no material com
algum dano acumulativo assumido gaussiano.

Nas Gltimas décadas, a distribuicdo BS vem recebendo bastante atencdo na literatura.
Tal atencdo é devida a grande aplicabilidade que essa distribuicdo possui. A distribuicdo BS
surgiu aplicada na area de engenharia. Contudo, devido aos argumentos teoricos utilizados na

construcdo dessa distribuicdo € natural encontrar aplicacbes em outras areas, tais como:
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medicina, meio ambiente, qualidade da &gua, seguros, controle de qualidade, entre outras.
Para mais detalhes ver (MEEKER; ESCOBAR, 1998), (BARROS; PAULA; LEIVA, 2008),
(LEIVA, 2008a, 2008b, 2008c, 2009).

Testes de bondade de ajuste tém sido propostos para avaliar a hipdtese de adequacéo

de uma distribuicdo a um conjunto de dados. A maioria dos testes utiliza a distancia entre a
FDE e a FDA. Para maiores detalhes ver (BARROS et al., 2014).

A teoria da informacdo é um ramo da matemaética cuja finalidade consiste na
quantificacdo da informacdo. Essa teve seus pilares desenvolvidos por (SHANNON, 1948). O
conceito de informacdo é muito amplo para ser quantificado apenas por uma medida, porém,
dada qualquer distribuicdo de probabilidade, podemos quantificar uma medida de incerteza
denominada “entropia” associada a essa distribuigao.

Neste artigo, temos como objetivo comparar os testes de bondade de ajuste, Anderson-
Darling, que e baseado na distancia entre FDE e a FDA e o teste baseado em entropia para a
distribuicéo BS.

2 Metodologia

Nesta secdo, serd apresentado o referencial tedrico necessario para atingir os objetivos
do trabalho. Primeiramente, faremos uma revisdo sobre a distribuicdo BS. Posteriormente,
apresentamos o conceito de entropia, bem como um estimador ndo paramétrico para entropia,
apos isso, introduzimos o teste de Anderson-Darling. Com esse embasamento, definimos o
teste de bondade de ajuste baseado em entropia para a distribuicdo BS.

A fim de compararmos o desempenho dos dois testes, faremos um estudo de
simulacdo de Monte Carlo para avaliar o tamanho e o poder dos testes. Um estudo de

simulacdo é feito utilizando o software R.

2.1 Distribuicdo Birnbaum-Saunders

A funcdo densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria T que segue uma

distribuicdo BS com parametros de forma e escala a > 0 e > 0, respectivamente, é dada por:

fGap) = =emw{—sz(5-2+ 1)) [mlﬁ 3t + ), (1)
comt,a,f > 0.
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2.1.1 Propriedades

Se T~BS(a, B), entédo:
ct~BS(a,cp),c > 0.
1/T ~ BS(a,1/p).

2
e O g-ésimo quantil de T é q, = B lazq/z + \[(azq/z)z + 1| para 0 < g < 1, com

Zq/, € 0 quantil de ordem g /2 da distribuicdo normal padréo.

e A média e avariancia de T sdo, respectivamente,
E(T) =pB[1+ a?/2] e Var(T) = (af)?[1 + 5a?/4].

e A funcdo de sobrevivéncia e a taxa de falha de T séo dadas, respectivamente, por:

St;a,p) =@ Ii <\E _ \/%)l e Mt:a,f) = t_3/2(,3+t)exp{—%(% +:t?>]_ 2)}

1
2a ZﬂBd)[E( ?— E

Para mais detalhes ver (LEIVA, 2015).
2.1.2 Estimadores de maxima verossimilhanca

Seja Ty, T,, ..., T,, uma amostra aleatoria de uma distribuicdo BS(a, ), com funcao
densidade de probabilidade dada pela expressdo (1). O logaritmo da funcdo de
verossimilhanca conjunta de T,, T, ..., T,, é dada por:

1 \" 1 ti B 3
l((l,ﬁ; tl,...,tn) = log(ﬁ) _ﬁ 1L'1=1 (E-I__‘_ ) _E ?zllog(ti) +

®olog(B+ t) — X, log(Za\/ﬁ). (2)

i

O estimador de maxima verossimilhanga de o ¢ dado por @ = + g —2,emquet, rep sio

a média amostral, a média harménica amostral e o estimador do parametro J,

respectivamente. O estimador de § ndo possui forma fechada, e é obtido através de métodos

numéricos, tal como o método de Newton-Raphson. Maiores detalhes ver (BIRNBAUM,;
SAUNDERS, 1969b).
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2.2 Teste de normalidade de Anderson-Darling

O teste proposto por (ANDERSON; DARLING, 1954) se baseia na distancia entre a
funcéo de distribuicdo empirica e a funcéo de distribuicdo acumulada hipotética. A estatistica
de teste de Anderson-Darling para testar normalidade de uma amostra aleatéria x; < x, <

-+ < x,, €dada por:

2z = — 2i=i{(20 = Dlog(z;) — log(1 — zy45 1)1}
= n —_— n,

em que z; = F(x;), i =1,2,...,n. Rejeitamos a hipo6tese de normalidade dos dados para
valores suficientemente grandes de A%, em outras palavras, rejeitamos a hipotese de
normalidade se a distancia entre a FDE e a FDA sob a hipotese nula for suficientemente

grande.

2.3 Teste de bondade de ajuste aproximado

(CHEN; BALAKRISHNAN, 1995) apresentaram um procedimento para obter testes de
bondade de ajuste para uma distribuicdo qualquer baseado nos testes classicos de
normalidade. A ideia dos mesmos consistia em transformar os dados em normais e depois

aplicar os testes ja existentes para testar normalidade. Mais especificamente, queremos testar:

H,: os dados provém de uma varidvel aleatoria com distribuicéo F(x;8).
H,: os dados ndo provém de uma variavel aleatoria com distribuicéo F(x; ).

O procedimento para testar H, é feito da seguinte forma:

e Estimar 0 (eficientemente) de uma distribuicio F(x;; 8) e calcular v; = F(x;; 9), tal
que 0s x; sdo ordenados em ordem crescente.
e Calcular y; = ®71(v;), em que ® é a funcéo de distribuicdo acumulada normal padréo

e @1 sua inversa.

e Calcular u; =®{(y; — 7)/s,}, em que s2=m-1DIL,(y;— y? e y=

—-1\yn

i=1Yi-

n
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e Calcular as estatisticas de teste para normalidade.

e Decidir se rejeita, ou ndo a hipétese H, com um nivel de significancia fixado.

2.4 Entropia

Definicdo 1. Seja X uma varidvel aleatoria absolutamente continua, com fungdo de
distribuicdo acumulada F(x) e funcdo densidade de probabilidade f(x). A entropia H(f) de

uma variavel aleatoria X € definida por (SHANNON, 1948), como

HP) = [ Footogf () dx. (4)

A entropia mede a quantidade de informacéo, incerteza, de uma variavel aleatoria.
2.4.1 Estimador ndo paramétrico para entropia

Existem diferentes estimadores ndo paramétricos para H(f), como pode ser visto em
(VASICEK, 1976), (ES, 1992), (EBRAHIMI; PFLUGHOEFT; SOOFI, 1994), entre outros. O
estimador de (VASICEK, 1976) tem sido um dos mais usados na literatura para testes de

bondade de ajuste e é dado por:

S n
HVipn = Z log [ﬁ (Xiem) — X(i—m))]' (5)
=1

em que Xy < -+ < X5,y S80 as estatisticas de ordem da amostra, m € o tamanho da janela

(um inteiro positivo menor que n/2), Xy = X1y, se i < 1, Xy = X(ny, S€ i > n. (VASICEK,

P
1976) provou que esse estimador é consistente, ou seja, HV,,,, = H(f) quando n,m — oo,

n/m - 0.

2.4.2 Teste para normalidade baseado em entropia
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A estatistica de teste proposta em (VASICEK, 1976) para testar a hipOtese de

normalidade é baseada no estimador para entropia (5) e é dada por:

Tan M 1_[ [Zm (X(L+m) X(l m))] (6)

emaque & = {(1/n) X", (X; — X)2} /2,

Rejeitamos a hipotese de normalidade dos dados para valores pequenos da estatistica
observada. Como a distribui¢do da estatistica de teste ndo tem forma fechada, os quantis
empiricos dessa estatistica foram obtidos via simulacdo de Monte Carlo (Tabela 1). Se os
valores observados forem menores que os valores criticos, para um nivel de significancia

preestabelecido, rejeitamos a hipotese de normalidade dos dados em questéo.

Tabela 1 - Valores criticos das estatisticas TV,,, para testar normalidade com nivel de

significancia de 5%, para varios tamanhos amostrais e diferentes valores de m.

m
2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 1,6822
6 1,7762 1,8443
7 1,8638 1,9634
8
9

1,9474 2,0533 2,0244

2,0716 2,1290 2,1134
10 2,1231 2,2156 2,1901 2,1286
15  2,4840 2,5434 2,5174 2,4624 2,3957 2,3246
20  2,7037 2,7759 12,7643 2,7196 2,6597 2,5906 2,5283 2,4481 2,3909
25  2,8265 2,9342 2,9398 2,9093 2,8651 2,8049 2,7427 2,6807 2,6041
30 29221 3,0574 3,0685 3,0466 3,0124 2,9544 29007 2,8565 2,7918
40  3,0688 3,1983 3,2323 3,2425 3,2285 3,1920 3,1615 3,1066 3,0677
50  3,1468 3,2984 3,3420 3,3616 3,3518 3,3392 3,3197 3,2808 3,2459
75  3,2687 3,4210 3,5008 3,5274 3,5367 3,5381 3,5331 3,5207 3,4982
100 3,3353 3,4955 3,5738 3,6165 3,6340 3,6426 3,6404 3,6421 3,6385

Fonte: Os autores.

3 Resultados e Discussao

3.1 Teste de bondade de ajuste para a distribuicéo BS

Consideremos as hipéteses:
(83) 3322.3222

contato@conapesc.com.br
www.conapesc.com.br



>
(}CONAPESC

H,: Os dados provém de uma distribuicao BS(a.,f).

H,: Os dados ndo provém de uma distribuicdo BS(a, ).
Para testar essas hipdteses, utilizamos o procedimento por (CHEN; BALAKRISHNAN, 1995)
em que transformamos os dados em dados normais e depois aplicamos os testes para
normalidade baseado em entropia e na distancia entre a FDE e a FDA. Para avaliar o
desempenho dos testes fizemos um estudo de simulacdo de Monte Carlo. Os testes foram

avaliados em duas perspectivas: o tamanho empirico e o poder.

Os valores dos niveis de significancia empirico contidos na Tabela 2 foram obtidos
através da simulagdo de 10.000 réplicas de Monte Carlo para diferentes tamanhos de amostras
e diferentes valores de a para p=1. O procedimento de obtencdo do tamanho do teste foi feito

considerando as seguintes etapas:

e Gerar 10.000 amostras de tamanho n provenientes de uma distribuicao BS(a,).

e Estimar os parametros da distribuicdo BS a partir dos dados simulados.

e Realizar o procedimento de transformacdo de dados proposto por (CHEN;
BALAKRISHNAN, 1995).

e Calcular as estatisticas de teste proposta por (VASICEK, 1976) e (ANDERSON;
DARLING, 1954) para testar normalidade.

e Obter o tamanho empirico do teste calculando a proporcao de réplicas que apresentam
valor da estatistica de teste inferior ao valor critico para n e m fixados, para a
estatistica baseada em entropia. Para a estatistica de A2, a proporcdo de réplicas que

apresentam valor superior ao valor critico.

O valor de m adequado para se calcular a estatistica de (VASICEK, 1976) de acordo com
o critério utilizado em (KOHANSAL; REZAKHAH, 2016).

De acordo com o estudo de simulacéo foi possivel notar que a medida que o valor do
parametro o aumenta, o tamanho do teste tende a se distanciar do valor nominal de 5%. 1Sso
fica mais notavel para o teste de Anderson-Darling. Vale ressaltar a importancia do tamanho
da amostra no controle do tamanho empirico do teste, a proximidade com o valor nominal fica

mais evidente para 0s maiores valores de n, como pode ser visto na Tabela 2.
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Tabela 2 - Tamanho do teste para as estatisticas de teste TV,,,, e A%, considerando diferentes

valores do parametro a e § = 1 fixado.

Estatistica TV},

(o}

n 0,1 0,25 0,5 0,75 1 1,5 1,75 2 2,5

10  0,0504 0,0475 0,0474 0,0474 0,0465 0,0435 0,0420 0,0408 0,0388
25 0,0476 0,0494 0,0498 0,0496 0,0485 0,0464 0,0445 0,0423 0,0405
50 0,0542 0,0492 10,0490 0,0489 0,0475 0,0447 0,0428 0,0413 0,0387
100 0,0518 0,0574 0,0567 0,0576 0,0566 0,0550 0,0539 0,0525 0,0505

Estatistica A2

10 0.0513 0.0509 0.0507 0.0508 0.0496 0.0449 0.0411 0.0377 0.0323
25 0.0509 0.0504 0.0513 0.0506 0.0479 0.0422 0.0382 0.0353 0.0302
50 0.0479 0.0479 0.0479 0.0471 0.0449 0.0391 0.0357 0.0324 0.0286
100 0.0494 0.0497 0.0497 0.0489 0.0486 0.0424 0.0383 0.0360 0.0296

Fonte: Os autores.

Com o intuito de avaliar o poder do teste, separamos as distribuicdes para a hipotese
alternativa em dois grupos: as distribuicbes com suporte (0,1), composto pela distribuicédo
Beta e distribuicbes assimétricas com suporte (0,00), composto pelas distribuicdes:
Exponencial (Exp), Weibull, Gama, Log-Normal (LN), Qui-Quadrado (x?), Inversa
Gaussiana (IG), Pareto e Half-Normal (Hnorm), com parametros especificados na Tabela 3. O
procedimento para obtencdo do poder do teste é similar ao procedimento de obtencdo do
tamanho do teste, a diferenca esta na geracdo da amostra que ndo provém de uma distribuicao

BS. As etapas sdo as seguintes:

e Gerar 10.000 amostras de tamanho n provenientes de uma das distribui¢fes citadas
anteriormente.

e Estimar os parametros da distribuicdo BS a partir dos dados simulados.

e Realizar o procedimento de transformacdo de dados proposto por (CHEN;
BALAKRISHNAN, 1995).

e Calcular as estatisticas de teste proposta por (VASICEK, 1976) e (ANDERSON;

DARLING, 1954) para testar normalidade. (83) 3322.3222
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e Obter o poder do teste calculando a proporcdo de réplicas que apresentam valor da

estatistica de teste inferior ao valor critico para n e m fixados, para a estatistica
baseada em entropia. Para a estatistica de A2, a proporcdo de réplicas que apresentam

valor superior ao valor critico.

Os valores na primeira coluna da Tabela 3 representam as hipoteses alternativas, ou seja,

as distribuicdes alternativas em que foi baseado o teste e seus respectivos parametros.

Tabela 3 - Poder do teste TV,,,, € A? sob as seguintes alternativas.

Estatistica TV,
n

Alternativa 10 25 50 100

Exp(1) 0,0726 0,2420 0,5713 0,8798
Weibull(2,1) 0,1163 0,2780 0,5426 0,8361
Gama(0,75;1) 0,0580 0,2047 0,6333 0,9358
LN(1,1) 0,0476 0,0405 0,0536 0,0734
x4 0,0683 0,2023 0,4138 0,7170
1G(0,5;1) 0,0474 0,0470 0,0469 0,0572
Pareto(4,1) 0,4057 0,9285 0,9991 1,0000
Hnorm(1) 0,1289 0,4850 0,8248 0,9861
Beta(3,3) 0,1338 0,4065 0,7449 0,9762

Estatistica 4>

Exp(1) 0.1484 0.4399 0.7400 0.9569
Weibull(2,1) 0.1642 0.3992 0.6698 0.9216
Gama(0,75;1) 0.1357 0.4878 0.8288 0.9843
LN(1,1) 0.0626 0.1017 0.1458 0.2304
Y2 0.1336 0.3299 0.5822 0.8539
1G(0,5;1) 0.0487 0.0486 0.0540 0.0593
Pareto(4,1) 0.4234 0.8914 0.9972 0.9999
Hnorm(1) 0.2311 0.6155 0.9026 0.9959
Beta(3,3) 0.1772 0.4630 0.7742 0.9799

Fonte: Os autores.

Observando a Tabela 3, vemos que o tamanho da amostra influencia no poder dos testes, a
medida que o tamanho da amostra aumenta, o poder do teste também aumenta. Para as duas
estatisticas de teste, foi obtido maior poder para as distribuicGes Pareto, Beta, Half-normal.
Quando consideramos as distribuicdes Log-Normal e Inversa Gaussiana, 0s poderes sdo
proximos ao tamanho do teste. 1sso ocorre, porque essas distribuicBes tém comportamento
semelhantes a distribuicdo BS, em algumas casos, fazendo com que 0s testes ndo consigam

detectar tais diferencas.
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4 Aplicacdo a dados reais

Para ilustrar a metodologia apresentada, consideramos os dados apresentados em
(BIRNBAUM; SAUNDERS, 1969b). Esses dados se referem ao tempo de vida de cupons de
aluminio do tipo 6061-T6, em que materiais foram submetidos a cortes em um angulo
paralelo a direcdo de rotacdo e oscilacdo de 18 ciclos por segundo, os respectivos dados foram
separados em trés grupos, de acordo com a tensdo maxima imposta sobre o material, por
ciclos (x 1073), em Psi (libras por polegada quadrada). O nosso objetivo € testar a hipotese
de que os dados em questdo provém de uma distribuicdo BS. Ou seja, queremos testar as
seguintes hipéteses: H,: Os dados provém de uma distribuicdo BS, contra H;: Os dados ndo
provém de uma distribuicdo BS. Para isso, primeiramente, usamos a transformacdo dada por
(CHEN; BALAKRISHNAN, 1995) e depois aplicamos os testes de bondade de ajuste
proposto neste artigo e comparamos o resultado obtido pela estatistica de teste de baseada em
entropia com a estatistica de teste de Anderson-Darling, A2. Os resultados obtidos podem ser
observados na Tabela 4. Comparando com o valor critico obtido na Tabela 1 para n = 100, m
= 6 e nivel de significancia de 5%, ou seja, tv,,, = 3,6340, ndo rejeitamos a hipdtese dos
dados terem distribuicdo BS, para a estatistica de A2, também n&o rejeitamos a hipotese H,. E
importante ressaltar que os resultados obtidos para esse conjunto de dados vao de acordo com

0 que ja existe na literatura.

Tabela 4 - Estatisticas observadas para cada teste considerado.

Estatistica (Psi 21.000) (Psi 26.000) (Psi 31.000) Valor critico
TVon 3,7704 3,8154 3,8821 3,6340
A? 0,6755 0,4086 0,5296 0,7367

Fonte: Os autores.

5 Conclusodes

Apesar de apresentar poderes bem proximos, a estatistica de Anderson-Darling obteve

maior poder que a estatistica baseada em entropia. Entretanto, a estatistica A2 tende a perder o
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controle sobre o tamanho empirico do teste mais rapido que a estatistica de Vasicek. Em

decorréncia disso, A estatistica de teste proposta por (VASICEK, 1976), se mostra como uma
boa opcéo sob as alternativas Half-Normal, Beta e Weibull. Porém, para as distribui¢ces Log-
Normal e Inversa Gaussiana, a estatistica de teste em questdo ndo consegue discriminar esses
modelos, uma vez que para a escolha de parametros considerada as funcdes de risco séo

semelhantes.
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