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INTRODUCAO

O contetdo de curvas no espago Euclidiano ¢ abordado nas disciplinas introdutério de
Geometria Diferencial, utilizando para isso as noc¢des de algebra linear e calculo diferencial, sendo
esta possuidora de diversas aplicagdes nas areas de Topologia, Analise, Algebra, Equacdes

Diferenciais e Fisica-Matematica.

.- 3 . .
Podemos pensar em uma curva no espago euclidiano R | como sendo obtida a partir de
uma reta quando esta ¢ entortada ou torcida. Pensando um pouco sobre esta construgdo, somos
levados a seguinte afirmagdo: sera que o comportamento local de uma curva pode ser descrito

completamente pela curvatura e tor¢do? Veremos que essa afirmacdo ¢ verdadeira.

Dentre os métodos para resolver problemas em geometria, o mais eficaz consiste na escolha
de um sistema de coordenada adaptado ao problema. Para este estudo dispomos de um sistema de

coordenadas natural, o triedro de Frenet que foi criado pelo francés Jean Frédéric Frenet, sendo

TN B

formado por trés vetores unitarios e ortogonais entre si e

As formulas de Frenet descrevem as propriedades de uma particula que se move ao longo de

uma curva continua e diferencidvel ou as propriedades geométricas da propria curva,

independentemente do movimento no espago euclidiano tridimensional R* . Mais especificamente,
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as formulas descrevem as derivadas dos vetores unitarios tangente, normal, e binormal uns em

relacdo aos outros.

Dentre o estudo de curvas, podemos destaca as curvas planas e esféricas. Nosso objetivo ¢
estudar os casos em que podemos aplicar as féormulas de Frenet para resolver problemas que

envolvem esses dois tipos de curvas.

METODOLOGIA

A pesquisa € exploratoria, pois tratar-se de um estudo baseado no livro Geometria
Diferencial das Curvas e Superficies, de Manfredo Perdigdo do Carmo. O desenvolvimento do
trabalho se deu através de exposigdes realizadas uma vez por semana, onde se destinava duas horas

para a exposi¢do mediante 0 acompanhamento do professor orientador.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Entre os temas ja estudados do projeto destacamos: curvas no espaco Euclidiano e as

formulas de Frenet. A seguir fazemos uma breve descri¢ao de cada um destes temas.

- 3
Curvas no espaco euclidiano £

3 . , . .
Denotaremos por & o conjunto das ternas ordenadas (x1.%2.%3) de ntimeros reis. Diremos

que uma funcdo de uma varidvel real ¢ diferencidvel (ou suave) se ela possui, em todos os pontos,

derivadas de todas as ordens.
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Seja ! um intervalo aberto na reta real &. Interpretaremos liberalmente isto de maneira que

a=t=h h

ndo somente se incluia o tipo habitual de intervalo aberto , onde 7 sdo nimeros reais.

Mas também os tipos & = £, £ < b ¢ toda a reta real.

3 L, . ’
Podemos representar uma curva em & como a trajetoria de um moével . Em cada momento

t de um intervalo aberto, se localiza * no ponto

al(t) = (o, (#), a; (), a5 ()

3 , N 3 N . ~ ~
de #. Temos que ® ¢ uma fungdo de ! a ®, ¢ as fun¢des de valores reais “1-%2:3 s3o fungdes

coordenadas euclidianas. Assim definiremos a fungdo ® como diferenciavel sempre que as suas

fungdes coordenadas forem diferenciavel.

.~ 3, o . . 3 :
Defini¢io: Uma curva em £ ¢é uma fungio diferenciavel -/ =& = B* de um intervalo aberto ! em

RE!

o~ . . 2 - , :
Definicio: seja ! = E* uma curva com @ = (@ @3.@3), Para cada namero £, o vetor velocidade de

% em t é o vetor tangente

dﬂz dﬂa

&) = (@ (0,222 (), %% (ﬂ) ,

dt dt dt

no ponto &(t) de &,

Defini¢io: Sejam ! ¢ / intervalos abertos da reta real ®. Sejam 1 =~ R* yma curva e *:J =1 uma
fun¢do diferenciavel. Entdo, se diz que a fun¢do composta 8 =a():J =R ¢ yma curva
parametrizada de  por .

Em cada momento ¥ do intervalo /, a curva £ estard em um ponto £ = @(A(s)) que a curva &

alcanca no momento (<) do intervalo . Portanto, # segue 0 mesmo caminho de ¥, mas em geral #

chegar a um ponto dado em um momento diferente de &.

aa:ICR—ng

Definicao: Sej uma curva parametrizada pelo comprimento do arco, entao:
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(1) Definimos o vetor velocidade de ® em t, por a'(t);
(i)  Definimos o comprimento do vetor velocidade, como sendo:

v(t) = lle' ()l = la' ()P + (a'3(5))* + {a'g(t]flz, onde (&) = (& (t), a3 (), as(t))

~ . . I
Observacdo: O comprimento de arco de uma curva % [2:51 = £* ¢ dado por

[

As vezes o Unico interesse ¢ o estudo de problemas envolvendo trajetérias de uma curva ao

& ()| at

invés da velocidade de uma particula que a percorre. Uma maneira de omitir a consideragdo da

velocidade de uma curva consiste em reparametriza-la por uma curva # com rapidez unitaria, ou

seja’ ”.Er” = 1.

As formulas de Frenet

qB:IcR =R

Sej uma curva com velocidade unitaria. Entdo, T(s) = B'() ge chama campo de

vetores tangentes unitarios a 5. Desde que TG =1 sua derivada TN = 18" ® ] mede a

sel

maneira que tdo rapido uma curva se afasta em uma vizinhanca de , chamamos de curvatura de

B,

T

Como (T'T) =1 entgo T.T" =0 Jogo T ¢ T' sdo ortogonais. Assim T ¢ chamado campo

normal a &,

f:1c R — R?

Defini¢ao: Seja uma curva parametrizada pelo comprimento do arco ¥ €. O namero

positivo k() =Tl =g ) chama-se curvatura de B.
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T
. o . e N== C N
Vamos considerar que ¥ = 0 entdio o campo vetorial unitério k da a diregdo em que #

esta se transformando a cada ponto. & se chama campo vetorial normal principal de # ( Figura 1 ). O

|B=TxN

campo vetoria se chama campo binomal.

B ()

Figura 1

. . 3 'r — o n ..
Lema: Seja B:I'= R yma curva com ”ﬁ {s]” =1 ek=0 Entdo, os trés campos vetoriais TN ¢ F

T

sdo campos vetoriais unitarios e ortogonais entre si. Dizemos que T*¥ e & formam o referencial de

Frenet.

O estudo de uma curva consiste em usar um campo de sistema de referencia de Frenet

{T.N. B} sempre que possivel, no lugar do campo natural {01 U2 Us},

el

o~ . . F . .
Defini¢do: Seja 5/ = R” yma curva parametrizada pelo comprimento do arco . O numero real

(=) definido por B'(s) = —(s)N(s) ¢ denominado torcio da curva # em ©.

0

. B 3 . . . ~ ~
Teorema: Seja 51 = £ uma curva com velocidade unitaria em que ¥ = ¢ ¢ 7 ¢ a torcéo, entéo

T = KN

Ll

N = —kT + B

L)

B = —TN

T.N B

Exemplo: vamos calcular o sistema de referencia de Frenet as fung¢des curvatura e tor¢ao da

_ =. B =
hélice B = (acos(.asen (). b 2 onde ¢ =Va? + 5 ga =0 Enpezo,
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b
T6) = 5@ = (~—sen(D), Scos =, )
= T"I:_g] == |:— :;EE'DS(E];:;ESFHKEJJD]

Portanto,

[ 2
o -3 5 o o
k(=) = IT" (sl = JF{CGSE (EJ + sen’ (E)] =T a i =10
™ 5 5
N(s) = m = (— cos {E),sem (E),U)
Observemos que, independentemente dos valores que tém @ e 2, ¥ sempre aponta diretamente ao

eixo do cilindro que descansa # ( Figura 2 ).

Figura 2

E=T=xN

Se aplicarmos a defini¢ao de produto a , obtemos

Bis) = (gsem (EJ,_T& cos (;),S) = B'(s) = (;cus (EJ_.I:;ESEH(E),U)_.

c

Por definigdo, £ = —™. Se compararmos as formulas de & "e de V. concluimos que
b b
) =G=ae

y . . . 2 . . ~ ,
Corolario: Seja £/ = B yma curva com velocidade unitaria em que ¥ = ¢ Entdo, £ ¢ uma curva

plana se, somente se, T = 0.
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0

.o 2 . C . _ -
Lema: Seja £/ = B yma curva com velocidade unitaria em que ¥ > ¢ constante ¢ ¥ = 9, entdo £

!
forma parte de uma circunferéncia de raio & .

Exemplo: Suponha que # é uma curva com velocidade unitéria que repousa sobre a esfera Z de raio

1
. 3 . k==
2 com centro na origem de £ . Afirmamos que uma curva esférica & tem curvatura * = z

Para verificar, observemos que todo de X dista @ da origem, temos que

Bpr=a=208.0=0={T)=0
Assim,

B T+ ETY=0=(I.T) +k(B.N) = 0= 1+ k{B.N) = 0= k(8. N) = —1.
Pela desigualdade de Schwarz, temos que

6.\ = |IBIlIIN] = a

Como ¥ =9 temos

CONCLUSAO

Este trabalho nos leva a determinar uma condi¢cdo necessaria e suficiente, para obter a
curvatura e tor¢do de uma curva plana ou esférica. Além disso, podemos resolver todos os
problemas geométricos de curvas planas e esféricas, por meio das formulas de Frenet. Nos casos
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particulares, talvez resulte somente em anota as informagdes do problema de maneira conveniente

diferenciando e aplicando as féormulas de Frenet.
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