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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos uma proposta d#oed¢uresolucdo de problemas de maximos e minimos d
fungdes, sujeito a restricdes, usandeoftware Geogebra e aplicaremos esta proposta de ensihmesade
Calculo | e Calculo Il do curso de Engenharia Aemtal do Centro de Ciéncias e Tecnologia Ambiedial
Universidade Federal de Campina Grande, campusod&hd. Em geral, o uso do Geogebra aparece com
frequéncia nos conteddos de matematica do Ensinddfuental e Médio. Nossa proposta aqui é fazedeste
software para explorar conteddos do Ensino Superior quegeral, sdo abordados em sala de aula de modo
tradicional, isto €, utilizando-se apenas o quadgro e o giz. Nosso objetivo € proporcionar aadegsores,
uma forma adicional, e mais agradavel, de exploralgficontelido acima citado e, aos alunos, uma foiena
aprendizagem mais atraente. Esperamos que egjo pdssa incentivar o uso doftware Geogebra, como
também de outm softwares, de modo que o ensino e a aprendizagem tornem-é® mais atraentes e
satisfatorios tanto para os professores quantogsaaunos.

Palavras-chaves: Softwares, Geometria Dinamicagkds de Funcgoes.

1. Introducao

Tendo em vista a formacéo inicial e continua ddgssor, e a importancia de um
estudo a respeito de conteudos que podem ser adpkrpelos softwares presentes no
mercado, o artigo aqui pretendido, propde apresamt@a exploracdo de um conteudo
matematico aplicado em uma fase do ensino supelRara isto, utilizaremos o software

Geogebra.
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O Geogebra € um software gratuito de geometriandogque foi desenvolvido por
Markus Hohenwarter e Judith Hohenwarter com o olgeate facilitar a compreensdo dos
conteudos matematicos vistos em sala de aula. Mgdbea pode ser explorado 0s recursos
da geometria, da algebra e do calculo. Com issalese ver ao mesmo tempo, a
representacdo geomeétrica e a representacao akderiom objeto através deste software.

O Geogebra é um software que explora, principaleers contelldos matematicos do
Ensino Fundamental e Médio. Neste trabalho, veregueseste software também pode ser
utilizado na compreensdo de conteudos do EnsinerBupMostraremos como € possivel
determinar maximos e minimos de fun¢des, sujerastiicoes, apenas usando as ferramentas
do Geogebra. Apresentaremos exemplos de problemadvendo funcées de uma e duas
variaveis. Problemas estes que, normalmente, sfici@mados com o0 uso do teste da
primeira derivada ou com o teste da segunda dexjvamicaso de funcdes de uma variavel, e
com o uso dos Multiplicadores de Lagrange, no daslmncdes de duas variaveis.

Nosso objetivo € mostrar que é possivel trabalbseseconceitos do célculo de forma
geométrica usando a dindmica do Geogebra, o giléafacaprendizagem e motiva o aluno a
um interesse maior na disciplina de calculo. Pdroolado, queremos mostrar que podemos
fazer uso da tecnologia para melhorar o processendmo-aprendizagem e a interacao

professor-aluno.

2. Referencial Teorico

Um grande problema encontrado pelos professoresiegienam a disciplina de
matematica, nos ensinos fundamental, médio e supe¥ia dificuldade dos alunos em
assimilar os conteudos em sala de aula. Uma peiifa para este fato é que, o recurso mais
utilizado pelo professor ainda continua sendo aa aMpositiva. Muitas pesquisas em
Educacdo Matematica procuram mostrar caminhos miatitea de reverter esse e outros
problemas relacionados a disciplina de matematicadesses caminhos tem sido a utilizacdo
de softwares matematicos no auxilio a resolucgoroleliemas e na assimilacdo de conceitos
matematicos.

Os softwares sdo ambientes que promovem reflexite significados matematicos a
partir da resolucdo de problemas em situacdestdeag@io professor-estudante-tecnologias

na sala de aula. Em particularsaftware Geogebra tem um dinamismo que proporciona uma
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aula cheia de descobertas agradaveis e surpreead&aigundo JORDAO (2011), o uso do
software Geogebra pode levar o aluno a aquisicdo e dondimisaber, dando significado ao
objeto matematico, oferecer diferentes represeetagderentes a esse objeto, expandir o
conhecimento dos diferentes saberes relacionadas®me, visualizar representacdes graficas
em diferentes posi¢cdes. Para CHICON (2011), conms® do Geogebra, a aula torna-se
dindmica, o aluno tem a liberdade de ver a matemétn movimento e o professor deixa sua
aula correr em torno das questées que o educavalatdéeao movimentar o grafico.

Os softwares no ensino de matematica podem seitcan&m uma importante
ferramenta auxiliar no trabalho pedagogico, aprando nossas formas de ministrar aulas,
tornando-as mais dindmicas. Com a utilizacdo destegsos no ensino esta ocorrendo uma
reconstrucao das teorias e préaticas pedagogicasmenteracao crescente entre professores e
alunos.

Acreditamos que € possivel, e cada vez mais ingsspyel, que alunos e professores
se familiarizem e disponham dessas ferramentas) &m sala de aula presencial como
através do ensino a distancia, com o objetivo dabekecer alguns indicativos do que se
pode fazer em termos educacionais com softwaresag@das, utilizando suas vantagens e
procurando superar suas limitacdes.

O trabalho de inclusédo de tecnologias informatitagnsino de matematica requer a
escolha de softwares adequados e potentes, préparnacorporacdo e engajamento por
parte do professor. Sendo que, simplesmente usaferaamentas tecnologicas para
pedagogicamente reproduzir livros didaticos naeno em transformacdes significativas
de aprendizagem para os estudantes. Nesse cassg f&o de um novo método para o
mesmo processo de ensino, centrado no conhecimaatdifico presente nos livros
didaticos.

A presenca das tecnologias, principalmente do ctedpu, requer das instituicdes de
ensino e do professor novas posturas frente aegsoade ensino e de aprendizagem. Essa
educacdo necessitard de um professor mediador docegzo de interacdo
tecnologia/aprendizagem, que desafie constantentenseus alunos com experiéncias de
aprendizagem significativas, tanto presenciais cardistancia.

Durante os ultimos anos, diversos pesquisadores cemtribuido com trabalhos

significantes na busca pela melhoria no processsin@naprendizagem. Dentre eles
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destacamos MACHADO (1995), BORBA e PENTEADO (2008CHEFFER (2002),
SCHEFFER e DALLAZEN (2005) e outros. Em seus trAbs) o uso das tecnologias é
colocada como forte aliada no ensino de Matematicgue deve ser explorada na

complementacédo das aulas.

3. Metodologia da Pesquisa

O presente artigo procura desenvolver formas déoepcontetudos especificos da
disciplina Céalculo Diferencial e Integral estudadas Ensino Superior. Faremos uso do
software Geogebra para explorar problemas de det@rrmaximos e minimos de funcdes
sujeito a restricbes. Faremos isto atraves de gmudd propostos, cuja resolucdo é colocada
em forma de passos a serem seguidos. Os resuld@doada problema sdo colocados na
forma de figuras copiadas do Geogebra. A propastangino aqui apresentada, sera testada
com alunos de Célculo | e Calculo Il do curso degénharia Ambiental do Centro de
Ciéncias e Tecnologia Ambiental da UniversidadeeFadde Campina Grande, campus de
Pombal. O objetivo principal € avaliar o desempeminaluno diante das atividades propostas
usando o software Geogebra e confronta-lo com engigsnho do mesmo diante do processo

manual usando a teoria do Calculo.

4. Dados da Proposta

Os problemas colocados abaixo sdo, em geral, dpbc&m sala de aula nas
disciplinas de Calculo Diferencial e Integral | é@l€ulo Il e quase sempre séo resolvidos
usando as definicdes e teoremas relacionados asidos especificos de cada problema.
Sao problemas de determinacdo de maximos e mirdmésncdes, de uma e duas variaveis,
com restricdes e sdo, em geral, provenientes diggonas de otimizacao.

Vejamos a seguir os problemas dados e o0s passodiewsn ser seguidos no
Geogebra para determinar a solucdo de cada problema

Problema 1 Determine os valores maximo e minimo absolutos fiecao
f(x) = x* +2x+2, no intervalo [-2,1].
Solucédo: Resolvendo este problema usando os conceitosri@adies, mais precisamente, o

teste da primeira derivada, veremos que o maximenénimo def , no intervalo [-2,1], s&o
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respectivamente,f (1) =5 e f(-1) =1. O procedimento para determinar esses valores
utilizando o Geogebra, é dado abaixo.

1° Passo: Construa os gréficos das r&tas-2 e x =1e da curvay = x> +2x+2;

2° Passo: Determine as intersecdes das retas cordeadada;

3° Passo: Escreva= 0 (ou outro valor diferente de zero) e depypis z;

4° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \eavalor dez .

Andlise e conclusdeskFazendo variar o valor de observamos que o grafico da funcép
para valores dex no intervalo [-2, 1], atinge valor minimp=1 no ponto A(-1,1) (ver

Figura 1) e valor maxima =5 no ponto C(1,5) (ver Figura 2).

7 Geotichra o [(E %] 7 Geotetra =)o
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferr Arquivo. Editar Eibir Opghes Femamentas Jansla Ajuda
over @
T e abjeto selecionado (Ese)

MMJD \DIED S L\f JJ=lole) b

Objetos Live b Objetos Liv

z=5

® Entrada : + g v Gomando - @ Entrada: * ~-|la | comando..

Figura 1 - Minimo para a funcéo Figura 2 - Maximo para a funcao

Problema 2 Determine o0s valores maximo e minimo absolutos fiecao
f(x) =x* -4x*+2, no intervalo [-1,2].

Solucéo:Resolvendo este problema usando o teste da paigheiivada ou o teste da segunda
derivada, veremos que o maximo e o minimofdeno intervalo [-1,2], sdo respectivamente,
fO=f2)=2c¢e€ f(\/E) =-2. O procedimento para determinar esses valoragsamilo o
Geogebra, é dado abaixo.

1° Passo: Construa os gréaficos das retas-1 e x =2 e da curvay = X* —4x* +2;

2° Passo: Determine as intersecdes das retas condeadada;
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3° Passo: Escreva= 0 (ou outro valor diferente de zero) e depypis z;

4° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \cavialor dez .

Andlise e conclusbes:

Fazendo variar o valor de, observamos que o grafico da funcép para valores dex no

intervalo [-1, 2], atinge valor minima@ = -2 no ponto D(1.41, -2) (ver Figura 3) e valor
maximo z = 2 nos pontos B(2,2) e D(0,2) (ver Figura 4).
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Problema 3 Determine os valores maximo e minimo absolutofudaao f (x) :—2, no
X+

intervalo [-1,2].

Solucéo: Resolvendo este problema usando o teste da paindeinvada veremos que o
maximo e o minimo dd, no intervalo [-1,2], sdo respectivamenfg?) :% e f(-)=-1.

O procedimento para determinar esses valoresantdiz o Geogebra, é dado abaixo.

1° Passo: Construa os graficos das ratas-1 e x =2 e da curvay = xTXZ;

2° Passo: Determine as intersecdes das retas cordeadada;

3° Passo: Escreva= 0 (ou outro valor diferente de zero) e depypis z;



Trabalhando Matematica: percepgoes ﬁ

m 'EmE’\f\ contemporaneas

18, 19 e 20 de Outubro
Jodo Pessoa, Paraiba. 2012

4° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \avalor dez .

Analise e conclusbes:

Fazendo variar o valor dg observamos que o grafico da fungBppara valores d& no
intervalo [-1, 2], atinge valor minima = -1 no ponto A (-1, -1) (ver Figura 5) e valor

méximo z = 0.5 no ponto B(2, 0.5) (ver Figura 6).
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Problema 4 Determine o0s valores maximo e minimo absolutos fiencao
f(x y) =x*-2xy+2y, noretanguloR ={( x,y);0< x< 30< y<2}.

Solucédo: Resolvendo este problema usando as nocdes deadisivde funcdes de duas
variaveis, veremos que os pontos (0,0) e (2,2)psédos de minimo e 0 minimo é 0. Ja o

méximo é atingido no ponto (3,0) e é 9. O procedimepara determinar esses valores
utilizando o Geogebra, é dado abaixo.

1° Passo: Construa o retangulo ABCD, cujos vérgséesA(0,0), B(3,0), C(0,2) e D(2,2).
2° Passo: Escreva= 0 (ou outro valor diferente de zero) e deppis x* — 2xy + 2V ;

3° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \avalor dez .

Analise e conclusdes:
Fazendo variar o valor dg observamos que o grafico da functi(x, y) = x* — 2xy + 2y,

com (X, ¥) no retangulo R, atinge a fronteira ddmgulo com valor minima = 0 nos pontos
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A (0, 0) e E(2,2) (ver Figura 7). Por outro ladayréafico def atinge a fronteira do retangulo

com valor maximoz =9 no ponto B (3, 0) (ver Figura 8).
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Problema 5 Determine os valores maximo e minimo absolutos fiecao
f(x,y) = x> +2y?, no discoD ={(x,y);x* + y* <1}.

Solucédo: Resolvendo este problema usando Multiplicadorefatgange, veremos que 0s
pontos (0,0) e (2,2) sdo pontos de minimo e o ndrénd. Ja o0 maximo é atingido no ponto
(3,0) e € 9. O procedimento para determinar esakseg utilizando o Geogebra, é dado
abaixo.

1° Passo: Construa o circud + y* =

20 Passo: Escreva=1 (ou outro valor diferente de um) e depois escreva 2y* = z;

3° Passo: Usando a ferramenta seletor, fagca \cavialor dez .

Analise e conclusoes:

Fazendo variar o valor dg observamos que o gréafico da funcgifx, y) = x* + 2y?, para
cada ponto (x, y) no disco D, atinge a fronteiralth@o com valor minima =1 nos pontos
A (1, 0) e B(-1,0) (ver Figura 9). Por outro ladaggrafico atinge a fronteira do disco com
valor maximoz = 2 nos pontos A (0, -1) e D(0, 1) (ver Figura 10).iNerior do disco, o

valor minimoz =0 é atingido no ponto (0,0).
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Problema & Determinar os valores maximo e minimo absolutguth¢éo f (X, y) = x+Vy,
sujeitos as seguintes restricoes:

2x+y<8

X+2y<7

Xx<3

x20,y=0.
Solucdo: Este é um problema de otimizagdo em programagaarlique pode ser resolvido
pelo método gréfico ou pelo método simplex. Usamuaiaiquer um desses métodos veremos
que a funcdo atinge valor minimo 0 no ponto (0,0)alr maximo 5 no ponto (3,2). O
procedimento para determinar esses valores utilzanGeogebra, é dado abaixo.
1° Passo: Construa o grafico das reta®2x+y=8, b:x+2y=7, c:y=3 d:x=0e
ey=0;
2° Passo: Considerando essas retas como sendsirgges dadas do problema, obtemos o
poligono ABCDEA que é a regido das solu¢fes dolenads
3° Passo: Escreva=0 (ou outro valor diferente de zero) e depois esceegurvax+y = z;
4° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \avalor dez .
Andlise e conclusdedO grafico def atinge a fronteira da regido das solu¢cdes com valor
minimo z=0 no ponto A (0, 0) (ver Figura 11) e valor maxirme 5 no ponto C (3, 2) (ver
Figura 12).
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Figura 11 — Minimo para a Func¢do Figura 12 - Maximo para a Func¢do

Problema 7 Determinar os valores maximo e minimo absolutoa flingdo
f (x,y) =65x+ 30y, sujeitos as seguintes restri¢cdes:

2x+3y =7

3x+2y=9

x=1

x=20,y=0.
Solucdo: Este é um problema de otimizagdo em programagaarlique pode ser resolvido
pelo método grafico ou pelo método simplex. Usamqaaiquer um desses métodos veremos
que a funcédo atinge valor minimo 155 no ponto (EB3hdo atinge valor maximo. O
procedimento para determinar esses valores utilzanGeogebra, é dado abaixo.
1° Passo: Construa o gréfico das reda®2x+3y =7, b:3x+2y=9, c:x=1 d:x=0 e
ey=0;
2° Passo: Considerando essas retas como sendstragges dadas do problema, obtemos a
regido das soluc¢des do problema como na Figura 13;
3° Passo: Escreva=0 (ou outro valor diferente de zero) e depois escravcurva
65x+ 30y = z;

4° Passo: Usando a ferramenta seletor, faca \eavalor dez .
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Andlise e conclus6edD grafico da curva toca na fronteira da regidosddiscoes atingindo
valor minimo z =155 no ponto A (1, 3) e ndo atinge valor maximo, moislor dez cresce

ilimitadamente para cada pont®, y) na regido das solucdes (ver Figura 13).
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5. Resultados

Os problemas propostos na secc¢ao anterior foraiwadpk a alunos de Célculo | e
Célculo 11l do curso de Engenharia Ambiental do i@ede Ciéncias e Tecnologia Ambiental
da Universidade Federal de Campina Grande, campuBodnbal. Os alunos mostraram

grande interesse e um bom aproveitamento na résotias problemas propostos.
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