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RESUMO

A congruéncia modular, ferramenta da Teoria dos NUmeros, permite estabelecer propriedades com 0s
restos da divisao entre numeros inteiros. Sua aplicabilidade pode ser verificada por meio da criptografia,
em calendérios e até mesmo em sistemas de identificacdo, como no Cadastro de Pessoa Fisica (CPF). O
objetivo deste trabalho é apresentar uma sequéncia didatica (SD), elaborada no ambito de um projeto de
pesquisa do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional — PROFMAT, que visa
desenvolver habilidades da Base Nacional Comum Curricular por estudantes do Ensino Médio a partir
de aplicacdes da congruéncia modular. Apresentamos 0s conceitos classicos da teoria de congruéncia
modular e algumas de suas propriedades. Ademais, ilustramos alguns cenarios de aplicacdes no
cotidiano: o sistema de identificagdo de numeros do CPF, cdédigo de barras e na criptografia. A
metodologia desta etapa do projeto de pesquisa, fundamenta-se na pesquisa bibliografica que culminou
na elaboracdo de uma sequéncia didatica. Pretende-se aplicar a SD em uma escola da Educagdo Basica
de Ensino Médio, no municipio de Paracatu onde procurar-se-a refletir sobre os procedimentos
empregados em cada questdo, bem como suas inter-relagdes com as habilidades e competéncias exigidas
pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC).

Palavras-chave: Congruéncia Modular. Sequéncia Didatica. Ensino Médio. Base Nacional
Comum Curricular. Matematica.

INTRODUCAO

O primeiro documento de Registro Geral (RG) expedido em nosso territorio data de
1907, foi elaborado por Edgard Costa que, na época, ocupava o cargo de presidente do gabinete
de identificacdo da Policia do Distrito Federal. Ha trés avancos fundamentais na historia do RG,

o documento datilografado, informatizado e atualmente digitalizado.

Ap0s os avancos do registro geral, em 30 de dezembro de 1968, por meio de Decreto-
lei n° 401 fica instituido o Cadastro de Pessoa Fisica (CPF). Atualmente os habitantes de nosso
pais podem ser distinguidos por uma sequéncia de cddigos numéricos e/ou alfanuméricos,

possibilitando uma diversidade de combinagdes de codigos. Destacam-se mais usualmente o
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Cadastro de Pessoa Fisica (CPF), o Registro Geral (RG) e a Carteira Nacional de Habilitaca
(CNH).

O Cadastro de Pessoa Fisicas (CPF) consiste num banco de dados gerenciado pela
Receita Federal Brasileira (RFB), no qual brasileiros(as) natos(as) e/ou estrangeiros cadastram-
se com intuito de obter uma identificacdo Unica e intransferivel. Através deste cadastro esta
contida informacdes pessoais e histdrico dos cidadaos, além disso este & o mecanismo principal

de controle fiscal referente ao imposto de renda das pessoas fisicas.

A Matemética esta inserida nos diferentes contextos, a partir do exposto anterior sua
presenca pode ser evidenciada nos sistemas de identificacdo de numeros, como no CPF. E
através da matematica, mais especificamente da Aritmética que € possivel obter sequéncias de

onze digitos validas para um CPF.

“Q termo aritmética vem do grego e suas raizes sao as seguintes: arithmos, que significa
namero, e technes, que se traduz por ciéncia” (DOMINGUES, 1991, p. 9). Tal conceito esta
relacionado com a necessidade do homem em contar e consequentemente em calcular. No
Brasil, segundo o Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPQ),
a Matematica esta dividida em: Algebra, Anélise, Geometria e Topologia e Matematica
Aplicada. Vale ressaltar que dentro da area de concentragdo da Algebra encontra-se inserida a
subarea da Teoria dos NUmeros (também conhecida por Aritmética).

A congruéncia modular pode ser definida como a aritmética realizada com os restos da
divisdo euclidiana por um nimero fixo. Dado um nimero natural m, com m > 1, diz-se que a
e b sdo congruentes modulo m, se os restos da divisao euclidiana de a e b por m sdo iguais.

Em notacdo matematica tem-se: a = b mod(m).

Os nimeros estdo presente nos diferentes contextos em nossa vida, e a Matematica esta
inserida nos diferentes niveis de ensino da educacao escolar. A educacdo brasileira € marcada
pela “[...] falta de recursos financeiros e a conseqiiente deterioragdo dos espagos escolares,
indices elevados de desisténcia, declinio da alfabetizacdo, queda na qualidade do ensino, notas
baixas nas “provas padronizadas [...]” (OLIVEIRA, 2007, p. 2).

Nesse cenario pds-pandémico a escola tem recebido alunos em diferentes niveis

educacionais, varios destes tiveram acesso ao ensino remoto e outra grande quantidade mal
tiveram acesso a condigdes basicas de higiene e de sobrevivéncia. “Houve um aumento ainda

maior da desigualdade social na medida em que algumas escolas tiveram Educacéo online e
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outras tiveram entregas de atividades e outras nada tiveram” (BORBA; SOUTO; JUNIOR;

2022, p. 26). Com isso, € notorio a presenca de alunos no Ensino Médio sem conhecimentos

basicos de aritmética (somar, subtrair, multiplicar e dividir).

A aritmética é parte obrigatéria do curriculo educacional do ensino fundamental,
conforme salienta a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ela é caracterizada pelo
Algoritmo da Diviséo de Euclides, Maximo Divisor Comum (MDC), Minimo Mdltiplo Comum
(MMC) e Critérios de Divisibilidade. No Ensino Médio, embora ndo haja presenca direta da
aritmética na BNCC, ha claramente a orientacdo para o desenvolvimento de outras interessantes
habilidades, nesse contexto destacam-se: “EM13MAT315: reconhecer um problema
algoritmico, enuncia-lo, procurar uma solucéo e expressa-la por meio de um algoritmo, com o
respectivo fluxograma” (BRASIL, 2018, p. 537) e “EM13MATA405: utilizar os conceitos
basicos de uma linguagem de programacdo na implementacdo de algoritmos escritos em

linguagem corrente e/ou matematica” (BRASIL, 2018, p. 539).

Nesse contexto tem-se como principal objetivo descrever e analisar os impactos de uma
proposta de ensino para o desenvolvimento do conhecimento matematico de alunos do Ensino
Médio a partir de uma sequéncia didatica que explore aplicacdes da congruéncia modular. Além
disso, com esta pesquisa pretende-se também: estudar os fundamentos tedricos relacionados a
congruéncia modular, exemplificar a congruéncia modular por meio de situacdes do cotidiano
tais como: Cadastro de Pessoas Fisicas (CPF) e no final propor um modelo de sequéncia
didatica para o ensino de Matematica através de algoritmos de identificacdo e verificacdo por

meio de congruéncia modular.

METODOLOGIA

Esta proposta de pesquisa baseia-se em uma abordagem do tipo exploratéria que,
segundo Gil (2008, p. 27), proporciona maior familiaridade com o problema, este tipo de
pesquisa pode englobar diferentes técnicas como: levantamento bibliografico, entrevistas e
outros.

O trabalho esta segmentado a partir da pesquisa bibliografica. A pesquisa bibliografica

“[...] € obrigatoria nas pesquisas exploratorias, na delimitacdo do tema de um trabalho ou
pesquisa, no desenvolvimento do assunto, nas citacfes, na apresentacdo das conclusdes”
(ANDRADE 2010, p. 25). Nessa perspectiva destacam-se os trabalhos: Hefez (2014), Millies
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(2008), e os textos presentes na Revista Professor de Matematica (RPM), Revista Eureka, alé

de artigos, livros, revistas e jornais cientificos da area.
A pesquisa bibliografica culminou na elaboracdo de uma Sequéncia Didatica (SD). Para

Zabala (1998), uma sequéncia didatica pode ser entendida como

[...] um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacéo
de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto
pelos professores como pelos alunos [...] tém a virtude de manter o carater unitario e
reunir toda a complexidade da pratica, ao mesmo tempo em que [...] permitem incluir
as trés fases de toda intervencdo reflexiva: planejamento, aplicacdo e avaliacdo
(ZABALA, 1998 p.18).

Segundo Barbosa (2002, p. 78), as sequéncias didaticas ocasionam um ambiente
propicio de modelagem matematica, tais sequéncias podem ser observadas como um conjunto

de atividades interligadas com objetivo de ensinar um contetdo em vérias etapas.

REFERENCIAL TEORICO

Inicialmente a Aritmética foi fundamentada a partir dos Elementos, de Euclides (sec. Il
a.c.). Em seu trabalho, Euclides definia um dispositivo pratico para efetuar a divisdo de dois
nimeros naturais a por b, com resto. Mais adiante tal resultado foi estendido aos ndmeros

inteiros sendo considerado um dos alicerces da Aritmética sendo empregado até os dias atuais.

Assim, sejam a e b, dois nimeros inteiros com b # 0. Existem dois Unicos numeros

inteiros q e r tais que:
a=bg+r,com0 < r<|b|

Posteriormente no século XI1X, com os trabalhos de Gauss (1777- 1855) a Aritmética
sofre um grande avanco. Em 1801, com a publicacdo do livro Disquisitiones Arithmeticae
(Investigacdes Aritméticas) ocorre a sistematizacao das propriedades dos restos da divisdo de
nameros inteiros por meio da ideia de congruéncia (inteiros distintos, iguais pelo mesmo resto
na divisdo por outro inteiro). “Varias idéias de grande importancia, que serviram como base
para o desenvolvimento da teoria de nimeros, aparecem neste trabalho” (SANTOS, 2020, p.
32), entre elas a congruéncia modular.

A definicdo de congruéncia modular surge da seguinte forma, seja m um numero

natural, diz-se que dois nUmeros inteiros a e b sdo congruentes modulo m quando os restos das
divisdes euclidianos de a por m e b por m séo iguais. Em notagdo matematica escreve-se da

seguinte forma:
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a = b (modm).

Por exemplo, temos que 17 = 8 (mod 3), uma vez que os restos da divisdo de 17 e de

8 por 3 sdo iguais a 2.

Caso a relagcdo a = b (mod m) for falsa, diz-se que a e b s&o incongruentes, ou seja,
a e b ndo sdo congruentes modulo m, deixam restos distintos na divisdo por m. Escreve-se,

a # b (mod m).

Note que, o resto da divisdo de um numero inteiro qualquer por 1 é sempre nulo, temos
que é sempre validaarelacdo a = b (mod 1), para qualquer a, b € Z. Deste modo, usualmente

adota-se m > 1.

A partir da defini¢do de congruéncia modular decorre algumas propriedades imediatas.

Fixado um natural m, e a, b e ¢ € Z temos:

(1) a = a (mod m);

(2) sea = b (mod m), entdo b = a (mod m);

(3)sea =b (modm)eb =c (modm),entdoa = c (mod m);
(4)sea =b (modm)ec =d (modm),entdoa + c = b + d (mod m);
(5) sea = b (mod m) e c =d (mod m), entdo ac = bd (mod m);

(6) se a = b (mod m), entdo a™ = b™ (mod m) paratodon € N.

Note que as trés primeiras propriedades expostas anteriormente definem a congruéncia

modular como uma classe de equivaléncia.

A partir dos trabalhos de Gauss, a Aritmética passou a ser denominada Teoria dos
Numeros. Desde entdo € tratada como a subarea da Matematica que estuda as propriedades dos
nameros, as estruturas algébricas e essencialmente as operacdes (adicdo, subtracdo,
multiplicacdo e divisdo). Sua aplicabilidade engloba desde métodos simples de contagem,
calculo de troco, até sofisticados algoritmos de codificagdo de mensagens (criptografia) e

verificagdo de dados (como no CPF, RG, e até mesmo no cartdo de crédito).

A composi¢do numérica do CPF é formada por um conjunto de onze nimeros, sendo

trés conjuntos de trés nameros e um par de digitos verificadores. Veja um exemplo de numero

de inscrigéo de CPF:

987.654.321-00.
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A sequéncia de nimeros do CPF ndo é uma sequéncia aleatoria, ela segue um raciocinio

aritmético-matematico de modo que cada sequéncia de onze digitos é Unica, 0 que o torna

confiavel e intransferivel entre os cidadaos.

Um dispositivo préatico para verificacdo se uma sequéncia de onze nimeros € um CPF,
consiste em:
0] Escrever um vetor % com os onze digitos do CPF U = (ay, ay, ..., a41);
(1) Escrever um vetor w com os pesos, tal que, w = (11,10,...,1);
(I11)  Efetuar o produto escalar de 1 e w;
(IV)  Verificar a congruéncia (mod 11) do produto escalar i - w, e:
e Seiu-w =0 (mod11), entdo a sequéncia de nimeros é um CPF;

—

e Caso contrario, u +w % 0 (mod 11), entdo a sequéncia de digitos ndo
corresponde a um CPF;

Consideremos a sequéncia ficticia 041.695.641-62, sera verificado se tal sequéncia é
valida para a formacao de um CPF, observe que:

u=1(0416,95,64,1,6,2)ew =(11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1).
Fazendo, i - w, teremos:
Uu-w=0-114+4-10+1-9+6-8+9:-7+5:6+6-5+4-4+1-3+6-2+2-1 =
U-w=0+40+9+48+63+30+30+16+3+12+2 =
u-w = 253.
Logo,
u-w =253 =0 (mod 11), pois, 253 = 23 - 11.

Deste modo comprava-se 0 fato que a sequéncia 041.695.641-62 ¢ um a sequéncia
valida para um CPF.

Outra informacao interessante consiste no fato de que o Gltimo algarismo do terceiro
conjunto de nameros, YYY.YYY.YYY-YY (destacado em negrito) indicar a regido onde o
CPF, foi emitido. Tem-se 0s seguintes codigos e regides:

0 — Rio Grande do Sul,

1 — Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins;
2 — Acre, Amapa, Amazonas, Para, Rondonia e Roraima;

3 — Ceara, Maranhéo e Piaui;

4 — Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte;

5 — Bahia e Sergipe;

6 — Minas Gerais;
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7 — Espirito Santo e Rio de Janeiro;

8 — Sao Paulo;

9 — Parana e Santa Catarina.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O maior desafio dos docentes é acompanhar o avanco tecnologico disponibilizando os
recursos de forma objetiva e eficaz para melhorar a qualidade do processo de ensino-
aprendizagem. “E fundamental que o professor reflita sobre essa realidade, respondendo sua
pratica, para que possa fornecer as ferramentas motivadoras ao aluno e, desta forma, ajuda-lo a
construir o conhecimento.” (SOUZA; PATARO, 2009, p. 18).

Essas novas tecnologias surgiram como facilitadores educacionais, através delas foi
possivel criar pontes e estabelecer conexdes no processo de aprendizagem, “[...] as ferramentas
tecnoldgicas favorecem o acesso a coleta de informacdes, textos, mapas e que todo acesso
rapido a informacdo contribui para melhorar o ensino” (TERUYA, 2006, p. 94). A escola deve
adaptar-se e aproximar-se desse aluno cada vez mais ligado as novas tecnologias. “Essa nova
escola se tornard mais visivel nos préximos anos, com a chegada da geracdo digital a vida
profissional” (MORAN, 2013, p. 1).

Alguns autores como Kenski (2009) e Valente (2013), propde uma reformulacdo do
termo Tecnologias de Informagdo e Comunicacdo (TIC’s) para Tecnologias Digitais de
Informacdo e Comunicacdo (TDIC’s) que refletem a utilizagdo dessas novas tecnologias
conectadas em rede, ou ainda a partir de sua convergéncia em meios digitais tais como: videos,

aplicativos, smartphones, softwares, jogos virtuais, imagens entre outros.

Uma das vertentes das TDIC’s empregadas atualmente no ambiente escolar séo as
planilhas eletronicas. As planilhas eletrénicas caracterizam-se pela manipulacdo de grande
quantidade de dados, por serem ferramentas logicas e estatisticas, além de sua facilidade na
representacédo grafica dos dados.

Segundo Fioreze (2010):

Com as planilhas eletrdnicas, podem-se inserir formulas que possibilitam minimizar
calculos laboriosos e rotineiros, permitindo assim que se dé mais atencdo a construcao
de procedimentos relacionados a resolucgdo do problema e a verificacdo e andlise do
resultado encontrado. Assim como na utilizacdo da calculadora, a montagem das
expressdes envolvidas na situacdo demanda que o aluno tenha conhecimento da
hierarquia de cada operacdo em relacdo as demais, necessitando, quando que
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necessario, a colocacdo de parénteses. Essa verificacdo do erro cometido ao observa
os resultados encontrados possibilita que o aluno encontre na expressao o que deve
ser corrigido. (FIOREZE, 2010, p.84)

Como estratégia de aprendizagem, pensou-se em elaborar uma Sequéncia Didética (SD)
que se utilize das TDIC’s empregando planilhas eletronicas para manipulagao dos dados e
obtencdo de resultados. A sequéncia didatica sera desenvolvida a partir da proposta idealizada
por Zabala (1998, p. 56).
A proposta esta dividida conforme Quadro 1.
Quadro 1 — Etapas da sequéncia didatica (SD).

ORGANIZACAO DA SD ACOES DESCRITAS PELO DURACAO
PROFESSOR
Avaliacdo escrita que engloba

conhecimentos basicos da divisdo de

ATIVIDADE nuimeros inteiros e suas propriedades. 03 horas-aula
DIAGNOSTICA (180 minutos)
Devolutiva da avaliacdo e correcdo da
atividade.
Leitura de texto impresso, “Adedanha
12 Etapa: Apresentacdo da ou de como o0s deuses matematicos 01 hora-aula
Sequéncia Didatica. trouxeram a paz ao mundo” (Revista (60 minutos)

Eureka 2007, p. 22).

Fazer um recorte histérico do CPF

2% Etapa: Sistema de ) . )
expondo sua importancia nos dias 01 hora-aula

identificacdo de numeros, 0
CPF.

atuais. Utilizacdo de textos impressos (60 minutos)

em sala de aula.

3% Etapa: Busca de solugdes Explicacao tedrica do algoritmo que
02 horas-aula

e exposicgdo do conceito e verifica se uma sequéncia de onze )
) ] ) (120 minutos)
algoritmos. numeros é um CPF.
42 Etapa: Generalizagdo do Implementacéo do algoritmo
algoritmo matematico por exemplificado na 32 etapa por meio de 02 horas-aula
meio de planilhas planilhas eletronicas. (120 minutos)
eletronicas.

02 horas-aula

52 Etapa: Prova ou exame. Avaliagéo escrita. )
(120 minutos)
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03 horas-aula

Implementacdo pratica. ]
(180 minutos)

Fonte: Proprio Autor (2023).

Desenvolvida a sequéncia didatica, o professor podera utilizar todas as atividades
propostas realizadas durante as aulas e avaliar de forma cumulativa os conhecimentos
adquiridos pelos alunos. A avalia¢do pode ser constituida através de instrumentos quantitativos,

tais como:
e Avaliacdo diagnostica;
e Avaliagdo/Exame

» Auvaliacdo escrita

» Implementagdo do algoritmo através de planilhas eletronicas
E de critérios atitudinais que englobam os aspectos qualitativos, como:

e Esforco, envolvimento e dedicagéo;

e Participacdo e questionamentos no desenvolvimento das atividades.

A fim de obter uma nota final para o estudante apds a execucao da sequéncia didatica
sugere-se a utilizacdo do Quadro 2, que serve como referéncia para obtencdo de uma nota de

avaliacdo.

Quadro 2 — Quadro de notas.

Alunos Exame Escrito (N1) | Implementacdo (N2) | Atitudinal (N3) | Total
Aluno 1
Aluno 2

Aluno n

(enésimo

aluno)

Fonte: Proprio Autor (2023)

Além disso, o professor ao final do percurso podera fazer um pequeno questionario com

guestionamentos do tipo:
(1) O que vocé estudou no decorrer da sequéncia didatica?

(2) Os assuntos abordados foram relevantes? O que mais chamou sua atencao, por qué?
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(3) Vocé conseguiu compreender os conceitos matematicos envolvidos? Sendo, quais na

conseguiu compreender?

(4) Tem interesse em aprofundar no assunto?

CONSIDERACOES FINAIS

Percebe-se que o processo de ensino/aprendizagem € profundo e complexo. Com a crise
sanitaria de Sars COVID-19 no ano de 2020 evidenciou-se 0 qudo grande é o abismo
educacional brasileiro. O fechamento das escolas e o afastamento social exp6s as desigualdades
sociais presentes na sociedade brasileira fazendo com que professores (re)pensassem sua pratica
docente.

Nesse contexto, as TDIC’s emergiram abruptamente no ambiente escolar fazendo com
que recursos como: computador, celular e internet fossem a principal ponte facilitadora no
processo. Além disso, docentes tiveram que rapidamente aprender a produzir e editar videos, e
sobretudo aprender sobre diversos softwares/aplicativos como por exemplo: Google

Classroom, Google Meet, Zoom, Canva, GeoGebra, Planilhas Eletrénicas, entre outros.

Conforme exposto anteriormente, a Aritmética particularmente a Congruéncia Modular
¢ um conteddo ainda pouco explorado no curriculo do ensino médio, as discussdes
desenvolvidas nesta pesquisa tiveram por objetivo proporcionar uma nova possibilidade
pedagogica através do uso de uma sequéncia didatica (SD) quando integrada aos anseios
presentes na BNCC.

Com intuito de seguir com a pesquisa, pretende-se aplicar a sequéncia didatica
produzida por meio de um estudo de caso em turmas do Ensino Médio da rede publica de ensino
no municipio de Paracatu. Ao aplicar a SD pretende-se verificar o conhecimento matematico
adquirido dos participantes observando-se as habilidades descritas na BNCC.

Contudo, espera-se que este trabalho sirva como fonte de reflexdo para professores de
matematica, estimulando-os a buscar novas ferramentas metodoldgicas e aprimoramento
profissional. Pretende-se também que esta pesquisa seja um norteador para o desenvolvimento

de outras producdes académicas.
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