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Resumo

Este trabalho refere-se ao projeto de dissertacdo de mestrado em que se investiga as dificuldades de
aprendizagem de alunos de Licenciatura em Matematica diante de um primeiro curso de Algebra Moderna.
Busca-se compreender, através da fala e escrita desses alunos, a interacio entre a defini¢do formal, a imagem
e defini¢do conceituais de um objeto matemadtico. Durante um semestre acompanhou-se os estudantes durante
as aulas da disciplina Algebra I, cuja ementa contempla os conceitos de anéis, ideais, corpos e polinémios.
Os dados do trabalho de campo estdo sendo analisados a luz do referencial teérico adotado. Posteriormente,
identificados os possiveis conflitos cognitivos, pretende-se construir um didlogo com os futuros alunos de
Algebra Moderna através de notas escritas visando superar as dificuldades previamente identificadas.

Palavras — Chave: Algebra Moderna, Imagem conceitual, Conflitos cognitivos, Pensamento matematico
avancado.

1. Introducao

Durante os encontros do nosso grupo de estudo e pesquisa, criado no inicio de
2010, no Mestrado Profissional em Educacdo Matemadtica da Universidade Federal de Juiz
de Fora - UFJF, buscou-se um referencial teérico que nos auxiliasse na compreensao dos
processos cognitivos relacionados ao desenvolvimento do chamado Pensamento
Matemadtico Avancado. Concentrou-se, entdo, nos trabalhos de psicologia cognitiva dos
pesquisadores David Tall e Shlomo Vinner, em particular na teoria da imagem conceitual e
defini¢do conceitual.

A partir de margo de 2011, passamos a acompanhar as aulas da disciplina Algebra I
do curso de Licenciatura em Matematica da UFJF na inten¢@o de identificar os possiveis
conflitos cognitivos vivenciados pelos estudantes diante de conceitos algébricos abstratos,
tais como anéis, ideais, corpos e polindmios. Estas aulas foram ministradas pelo nosso
orientador na pesquisa, o prof. Carlos Alberto Santana Soares.

Inicialmente, o trabalho durante as aulas foi na observacdo e registro das duvidas
dos alunos, além de suas respostas ou siléncios diante das perguntas do professor. No
decorrer do curso, a inspe¢do das resolucdes de questdes de provas, a aplicacdo de

questiondrios a turma e a realizacdo de entrevistas com alguns alunos nos trouxeram
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informacdes importantes do campo de pesquisa. Esses dados, analisados a luz do
referencial, constituiram-se no projeto de dissertacdo de mestrado que se encontra em
desenvolvimento.

No que se referem as nossas concepcdes sobre as relacdes do professor de
Matemitica e a Matematica, acreditamos na continua aproximagao entre ambos, ou seja,
no enriquecimento deste profissional, o professor, com o seu objeto de trabalho, o

conhecimento matematico.

1.1 Justificativas

Vivemos numa sociedade que passa por grandes transformacgdes, impulsionada
pelos rapidos avangos tecnoldgicos e alteragdes socio-econdmicas. As mudancas, se por
um lado trazem novas perspectivas, por outro, alimentam inquietude e podem gerar
inseguranga.

Educar, sob esse cendrio, traz enormes desafios, haja vista a necessidade de se
formar cidadaos criticos, criativos, reflexivos, que saibam trabalhar em equipe, capazes de
aprender a aprender, inseridos em ambientes informatizados cada vez mais complexos.

Nesse sentido, concordamos com Duval (2009) no que tange a importancia de se
compreender as dificuldades por vezes insuperdveis que muitos estudantes t€ém na
compreensdo da Matemadtica. Qual a natureza dessas dificuldades e onde elas se
encontram? As respostas a essas questdes ndo devem estar restritas a Matematica ou a sua

historia, mas é necessaria:

[...] uma abordagem cognitiva, pois o objetivo do ensino da matemaética,
em formacdo inicial, ndo é nem formar futuros matematicos, nem dar aos alunos
instrumentos que sO lhes serdo eventualmente Uteis muito mais tarde, e sim
contribuir para o desenvolvimento geral de suas capacidades de raciocinio, de
andlise e de visualizacdo. (DUVAL, 2009, p. 11).

Na pesquisa de Mondini (2009) sobre como os modos de conceber a Algebra em
cursos de formacao de professores de Matemadtica percebe-se a €nfase que os docentes dao

a formacao matemadtica e pedagdgica do futuro professor de Matematica.

Os depoentes consideram importante uma formacdo sélida no que diz respeito a
base matemadtica e pedagdgica do curso, para que o egresso nio apenas exerga sua
profissdo, mas que faca a diferengca pelo conhecimento que lhe confere
possibilidade de se movimentar de um modo mais livre e comprometido quando
docente. (MONDINI, 2009, p. 172).



Embora essa relevancia da formacao pedagdgica do professor de Matemdtica seja
destacada nesta pesquisa, os seus depoentes também salientam que a “falta de conexao
entre a educagdo bdsica e o ensino superior € uma barreira que interfere na aprendizagem
da Algebra como disciplina na Licenciatura.”

Souza (2008), ao falar sobre o ensino de Algebra no curso de Licenciatura em
Matematica, aponta como fundamental o ensino de estruturas algébricas em um curso de
licenciatura em matematica, visto como um alicerce bdsico para o licenciando. segundo a
autora, faz-se necessario, porém, destacar os pontos relevantes da disciplina e ndo apenas
cumprir curriculo e apresentar a teoria de forma vazia e abstrata.

Se por um lado tem-se a importancia do estudo das estruturas algébricas para a
formacdo matemdtica do futuro professor, por outro podem estar estudantes da
licenciatura, diante de uma grande gama de conceitos abstratos, com dificuldades na
compreensdo destes conteddos.

Assim, consideramos pertinente o estudo dos processos de ensino e de
aprendizagem de Algebra nos cursos de Licenciatura. Em particular, a investigacio de
possiveis conflitos que podem emergir na interacao dos licenciandos em Matemdtica com

os conceitos apresentados num curso de Algebra Moderna.

1.2 Objetivos

Nesta pesquisa buscamos compreender os diversos conflitos de aprendizagem
apresentados por alunos de Licenciatura em Matematica diante de um primeiro curso de
Algebra Abstrata, visando apontar alternativas did4ticas através de notas escritas a partir de
alguns conflitos previamente identificados.

Inicialmente, algumas questdes norteadoras podem nos auxiliar na elaboragdo de
nossa questdo de investigacao:

- E possivel identificar nas falas dos alunos possiveis conflitos cognitivos na
compreensdo dos conceitos de Algebra? Por “falas”, entendemos ndo somente a
comunicagdo oral, mas toda e qualquer forma de comunicacdo que puder ser identificada.

- Como compreender a interagdo entre a defini¢do formal de um objeto matemdtico
com a imagem conceitual e a definicdo conceitual percebidas deste mesmo objeto?

De modo a sintetizar a interrogagao que norteia esse trabalho, pode-se explicita-la

da seguinte maneira:



- O que evidenciam os conflitos de aprendizagem manifestados por alunos de
Licenciatura em Matemdtica num primeiro curso de Algebra Abstrata, a luz das
interacoes entre definicao formal, imagem e definicdes conceituais?

Esperamos que esses questionamentos venham a ser respondidos como
conseqiiéncia das compreensdes que possamos construir pelas andlises dos dados da
pesquisa, na busca também de se produzir um didlogo com os futuros alunos de Algebra I
através de notas escritas sobre temas tratados nesta disciplina visando superar alguns

conflitos previamente identificados.

2 O referencial tedrico

Segundo Dreyfus (1991), o Pensamento Matematico Avangado consiste numa
grande série de processos, como por exemplo, os processos de representar, visualizar,
generalizar ou ainda outros, tais como classificar, conjecturar, induzir, analisar, sintetizar,
abstrair ou formalizar. Dentre estes processos citados, consideram-se os mais destacados
para o desenvolvimento do pensamento matemadtico a representacdo e a abstracdo. Em
Algebra, por exemplo, conceitos como anéis e grupos tendem a ser complexos para os
estudantes, haja vista a necessidade de abstracdo exigida para a compreensdo dessas
estruturas matematicas.

A forma como se trata essa complexidade € uma caracteristica distintiva entre o
pensamento avancado e o pensamento elementar e, para Tall (1991), a transicdo entre esses
dois pensamentos envolve a passagem do descrever para o definir, do convencer para o

provar de uma maneira 16gica baseada essencialmente em definicdes e deducdes formais.

2.1 Relacoes entre imagem conceitual, definicao conceitual e definicao formal

Em um artigo publicado em 1981, Tall e Vinner apresentaram a comunidade de
Educagdo Matematica a teoria da imagem conceitual e definicdo conceitual.

Segundo os autores, a mente humana ndo € uma entidade puramente logica. A
forma complexa em que funciona estd frequentemente em desacordo com a ldgica
matematica, na qual os conceitos sdo definidos de modo exato, preciso, para fornecer uma
base sélida para a teoria matematica.

Nesse sentido, pode-se inferir que muitas das dificuldades encontradas pelos

estudantes, nos diversos niveis de ensino de matemaética, repousam na distin¢do entre 0s



conceitos matematicos formalmente definidos e apresentados nas aulas e os processos
cognitivos pelos quais sdo compreendidos.

Segundo Tall e Vinner, o termo imagem conceitual descreve:

...a estrutura cognitiva total que estd associada ao conceito, incluindo todas as imagens
mentais, propriedades e processos associados. Ela € construida ao longo dos anos através de
experiéncias de todos os tipos, mudando a medida que o individuo encontra novos
estimulos e amadurece. (TALL & VINNER, 1981).

Ao se desenvolver, a imagem conceitual ndo precisa ser coerente o tempo todo,
pois diferentes estimulos sensoriais podem ativar no cérebro distintas partes da imagem.
Essa parte que € ativada em um determinado momento é chamada de imagem conceitual
evocada.

O termo definicdo conceitual € tratado pela teoria como a forma verbal utilizada
pelo estudante para especificar sua imagem conceitual. Pode ser aprendida de uma forma
“rotinizada”, por exemplo, ao decorar uma definicdo ou demonstragdo matematica, ou de
maneira mais significativa. Pode ser também uma reconstrucdo pessoal da definicdo,
através de palavras, em que o individuo utiliza para explicar a sua imagem conceitual
evocada, podendo diferir de uma definicdo formal, isto é, da definicdo aceita pela
comunidade académica matematica em geral.

Em diferentes momentos, imagens conflitantes podem ser evocadas, isto €, por¢des
de uma mesma imagem conceitual podem ser contraditérias. A teoria trata a possivel
oposicdo entre essas partes como fator de conflito potencial. Quando aspectos conflitantes
sdo evocados simultaneamente, tem-se o chamado fator de conflito cognitivo.

Vinner (1991) aponta para a necessidade de intera¢do entre imagem conceitual e
definicdo formal. Contextos técnicos, como o estudo de Matemdtica, impdem aos
estudantes hébitos de pensamento totalmente diferentes dos hébitos da vida cotidiana.
Nesse sentido, as definicdes podem ajudar na formacdo da imagem conceitual e na
prevencao de erros advindos de imagens equivocadas. Por exemplo, na afirmativa “dentre
todos os retangulos de mesmo perimetro, o quadrado € o de maior 4rea”, deve-se consultar
as defini¢cdes geométricas para melhor compreendé-la. Todavia, na vida didria, ndo
precisamos de uma defini¢do formal do que vem a ser, por exemplo, o conceito de mesa ou
cadeira. Para estes objetos, palpaveis e comuns, formamos simultaneamente a imagem e a

defini¢do conceituais.



Na perspectiva de Vinner (1991), admite-se a existéncia de duas “células” (sentido
figurado) em nossa estrutura cognitiva; uma para a definicdo conceitual e outra para a
imagem conceitual. Qualquer uma delas ou ambas podem estar vazias. Em situacdes, por
exemplo, onde uma defini¢do matematica é apenas memorizada sem que tenha produzido
significado para o individuo, pode-se considerar a célula da imagem conceitual vazia.

O modelo prevé que deve haver uma interacdo entre as duas células, embora elas
possam ser criadas de forma independente. Representa-se essa acao reciproca no seguinte

diagrama:

Definicao Imagem

A
A 4

Figura 3.1. Inter-relacionamento entre Imagem e Defini¢do.

Para Brandemberg (2009), esse processo de inter-relacionamento mostrado no
diagrama anterior é o que se deseja na pratica de ensino e de aprendizagem da matematica;
porém, percebe-se que a maioria dos professores do ensino médio e superior privilegia o
papel da definicdo, na expectativa de que a imagem conceitual seja constituida a partir da
defini¢do conceitual (formal). (BRANDEMBERG, 2009, p.105). Isso € visto no esquema a

seguir:

Definicao formal Imagem conceitual

A 4

Figura 3.2. Constituicdo da Imagem conceitual via Defini¢cdo formal.

Nas salas de aula de matematica, o aluno € levado a realizar tarefas como a
resolucdo de problemas objetivando a aprendizagem dos conteidos. Neste momento,
diante de uma tarefa cognitiva, o aluno deve ter as células definicdo e imagem conceituais
ativadas na busca de resposta a mesma. Esta atividade pode desencadear vérias a¢des entre

as c€lulas.



Vinner (1993) considera que os processos envolvidos, principalmente nos casos em
que se privilegia a definicao, passam por um dos seguintes casos:

i) deducdo puramente formal: a imagem conceitual pode ser considerada vazia e ndo tem

interferéncia na resposta, nao havendo necessidade de se considerar as impressdes e
experiéncias do estudante.

i1) deducdo que segue o pensamento intuitivo: s@o consideradas as experiéncias e

impressoes que formam a imagem conceitual seguida de consulta a definicao formal.

iii) acdo reciproca entre as células: consulta-se a célula da definicao formal com posterior

inter-relacionamento entre imagem e defini¢do.

Pode-se verificar que em nenhum dos casos anteriores € tomada uma decisdo sem
antes ser consultada a defini¢@o, ou seja, em um contexto técnico, consultar uma definicao
¢ algo desejavel. Entretanto, Vinner (1991) argumenta que estes processos nao refletem a
pratica, pois € dificil treinar um sistema cognitivo para agir contra sua propria natureza,
seja na formagdo da imagem conceitual ou na realizacdo de determinada tarefa cognitiva.
Por exemplo, em Algebra, as defini¢des de estruturas abstratas como anel, ideal, anel
quociente podem fazer sentido para o estudante em dado momento, apoiadas em exemplos
especificos, mas a partir do instante em que o mesmo forma sua imagem conceitual, estas
definicOes podem ser esquecidas ou ficarem inativas.

O modelo mais apropriado para o processo que realmente ocorre na pratica baseia-
se em uma resposta intuitiva, sem consulta a célula da definicdo, mesmo nao estando vazia.
Esta tradi¢ao se impde pela forca dos hdbitos de pensamento didrios, em que o estudante
percebe éxito na realizacdo das tarefas apenas com consulta a imagem conceitual. Vejamos

1sso no diagrama a seguir:



Saida

N\

Defini¢ao formal Imagem conceitual

Entrada

Figura 3.6. Resposta intuitiva.

A maneira de contrariar esta tendéncia que, a priori, ndo seria a mais adequada em
ambientes muito técnicos, é a proposi¢ao para os estudantes de problemas nao rotineiros
em que a imagem conceitual seja insuficiente para resolvé-los.

Se olharmos para os conteddos de Algebra estudados na licenciatura em
Matemidtica e os exercicios propostos nos livros diddticos desta disciplina, pode-se

perceber que estdo longe de serem problemas rotineiros.

3 Apresentando dados da pesquisa
3.1 O contexto

Ratificando as informagdes dadas na introducdo, o campo de nossa investigacio
ocorreu durante o 1° semestre de 2011 no acompanhamento das aulas de Algebra I,
disciplina obrigatdria no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de
Juiz de Fora. A carga hordria era de 60 horas-aula semanal e a ementa continha os
seguintes topicos: Anéis e Corpos; Anéis de Polindmios; Extensdes Algébricas dos
Racionais e Grupos. A bibliografia constava de oito obras e o livro adotado foi “Introducdo
a Algebra” de Adilson Gongalves. As aulas regulares se realizavam em dois dias da
semana, a saber: terca-feira e quinta-feira no horario das 16h as 18h. A nossa presenca se

fez em todas as aulas.



Com o propdsito de conhecer melhor o perfil dos doze alunos participantes e suas
impressoes, aplicaram-se, em momentos distintos, dois questiondrios. As informacdes
selecionadas foram as seguintes:

1- Os estudantes cursavam o 7° periodo da Licenciatura em Matematica e se deparavam
pela primeira vez com o curso de Algebra Moderna, trazendo como pré-requisito a
disciplina Introdugdo a Teoria dos Numeros, cursada pela maioria, entre o 2° e 4° periodos,
ou seja, no minimo h4 um ano.

2- Sobre possivel experiéncia como docente, sete alunos responderam sim, com trabalhos
em cursinhos pré-vestibulares, escolas publicas, projetos da UFJF, além de aulas
particulares.

3- Na pergunta sobre a relevancia do estudo de Algebra Moderna para a formacdo do
professor de Matematica, a grande maioria, onze alunos, considerou importante; porém,
mesmo aqueles que ja atuam em sala de aula ndo justificaram com clareza esta questdo.
Alguns, embora apontassem partes interessantes dos conteidos como anéis e polindmios,
admitiram “falta de maturidade” para justificar suas respostas.

4- Para dez alunos, a parte de maior dificuldade de compreensao do livro texto (Adilson
Gongalves) estava nos exercicios propostos, enquanto apenas dois citaram a teoria € 0s
exemplos.

5- Sobre a possibilidade de utilizacdo de outras obras indicadas na bibliografia, oito alunos
disseram ndo consultar. Pode-se inferir que, mesmo estando disponiveis nas bibliotecas da
universidade, esses livros nao diferem muito no que se referem as dificuldades de interacao
dos alunos com os mesmos.

6- Quando questionados sobre o que um livro de Algebra deveria conter no sentido de
facilitar a aprendizagem dos conteidos, a maioria assinalou a alternativa de “exercicios
comentados”, seguida da opgdo “exercicios propostos em niveis de dificuldades

diferentes”.

3.2 Os primeiros conflitos sob a perspectiva do referencial
3.2.1 Sobre Anéis

O primeiro conceito apresentado no curso foi o de anel, definido como um conjunto
nao vazio (A +, . ) munido de duas operagdes, chamadas soma (+) e produto (. ) em que se

verificam as seis propriedades seguintes: comutatividade da soma; associatividade da



soma; existéncia de elemento neutro para a soma; existéncia de inverso aditivo;
associatividade do produto; distributividade do produto em relacdo a soma.

A indicagdo, por parte do professor, do conjunto dos inteiros Z como exemplo de
anel mostrou aos estudantes a verificacdo dos seis axiomas anteriores, passando a construir
a imagem conceitual dessa estrutura algébrica. Salienta-se que o conjunto Z € um conjunto
numérico com o qual se tem contato desde o ensino fundamental, isto €, os estudantes, a
principio, possuem uma imagem conceitual rica em termos de operacdo com Z.

Apresentou-se, entdo, mais trés propriedades. O anel (A, +, .) serd dito:

1) comutativose V X,y € A, X.y=y.X
ii) com unidade,se 3 1€ A, 1#0, x.1=1.x=X
iii) sem divisores de zerose X .y =0 = x=0ouy=0
O anel que preenche as condicdes acima € denominado dominio de integridade e

L x=1.

que, por sua vez, € dito corpo se V x € A, x# 0, existir x ! tal que X. xt=x

Em relacdo as propriedades (i), (ii) e (iii), tomando novamente Z como exemplo e,
para corpos, os conjuntos dos racionais Q e dos reais R, percebeu-se, novamente, que os
alunos tém imagens conceituais desenvolvidas em relacdo a esses exemplos. Todavia, a
solicitacdo do professor a turma para que dessem outros exemplos de estruturas onde essas
propriedades ndo sdo validas, veio acompanhada de certa introspeccao e nenhuma resposta
foi dita. O fato de ndo se ouvir resposta, ndo garante, necessariamente, que os alunos nao

soubessem. Talvez, ndo tivessem certeza, haja vista que os contra-exemplos apresentados

no livro diddtico ndo sdo estruturas tdo rotineiras, como o conjunto o dos anéis de classes

de restos Z, = { (_), i, E,..., m—1 }, em que o elemento a € Z ., € a classe dos

nimeros que deixa resto a na divisdo por m sendo vélidas as operacdes a + b = a+b e

a.b = ab. Por exemplo, no anel Z6={ 6, 1, E, 5, 4_1, 5 }tem—se 2.3=23=6=
0 , isto €, dois elementos do conjunto sdo diferentes de zero e o produto deles € zero, donde

conclui-se que 2 e 3 sdo divisores de zero em Zg,

3.2.2 Sobre demonstracoes
Ainda com base nos axiomas de anel, foi proposto para os alunos que
demonstrassem outras propriedades, tais como:
a) 0x=x.0=0
b) —(x.y) =(-x).y =x.(-y)
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¢) (-x).(-y)=x.y
E mais: se A tem unidade entdo

d) (-1)x=-x

e)(-1).-1)=1

Durante a aula em que foram corrigidas as demonstragdes acima ndo se registraram

davidas, mas ao inspecionarmos as avaliagdes verificou-se que alguns alunos ndo
conseguiram refazé-las. Parece-nos que a defini¢cdo formal de anel até aquele momento
ainda ndo havia construido uma imagem conceitual capaz de permitir essas demonstragdes,
mesmo os alunos j4 tendo contato com suas resolucdes. Isso nos leva também a conjecturar
a possibilidade de que aqueles que conseguiram desenvolvé-las na prova poderiam estar
apenas repetindo um procedimento ‘“memorizado”, haja vista as imagens conceituais
formadas dessas propriedades que sdo realizadas de forma automatica, sem demonstracao,

na Algebra dos ensinos fundamental e médio.

3.2.3 Sobre Isomorfismo

Um indicio de que a defini¢ao formal pode, a0 menos num primeiro momento, nao
constituir uma imagem conceitual, foi percebida nos conceitos de homomorfismo e
isomorfismo. Formalmente, dois anéis A, A’ sdo ditos homomorficos se existe uma funcdo
f: A— A’ tal que:

i) f(x+y) = f(x) + £(y)
i) f(x.y) = f(x).f(y)

Se f: A— A’ € um homomorfismo bijetivo diz-se que f ¢ um isomorfismo de A
sobre A’.

Na segunda avaliacdo, realizada em 10 de maio de 2011, a primeira questdo
solicitava nos itens (a) e (b) a definicdo de homomorfismo e o significado de dois anéis
serem isomorfos, respectivamente. O item (c) perguntava se os anéis Z e 2Z sao isomorfos.

Inspecionando as resolugdes, percebemos que alguns alunos mesmo desenvolvendo
corretamente os itens (a) e (b), ndo conseguiram aplicar a defini¢do formal de isomorfismo
para explicar o item (c). Pode-se conjecturar que tratasse de um caso em que a definicdo
formal foi apreendida de forma “rotinizada” sem formar alguma imagem conceitual.
Assim, na resposta aos dois primeiros itens, bastava seguir a “deducao puramente formal”
sem consulta 4 célula da imagem; porém, para obter €xito na interpretacdo de (c) fazia-se

necessdria a interagdo entre as células da defini¢do e da imagem.
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4 Consideracoes finais e conclusoes preliminares

Para este artigo, optou-se por mostrar um pouco do referencial e as primeiras
impressoes colhidas do campo de pesquisa. Encontra-se, em desenvolvimento, a andlise
sobre subanéis, ideais e polindmios que deve transcorrer ao longo do 2° semestre de 2011.

Algumas conclusdes, ainda que preliminares, apontam para a necessidade de a
Educacao Matemadtica olhar para os processos de ensino e de aprendizagem referentes a
Algebra Moderna, enquanto disciplina curricular obrigatéria na licenciatura, e para os
estudantes, futuros professores de Matemadtica. A nosso ver, existem lacunas abertas,

principalmente em relagdo a caréncia de textos didaticos.
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